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1 Zusammenhang: lineare Abbildungen und Matrizen

1.1 Um was es geht - die Idee

Kann man Behauptungen iiber lineare Abbildungen sofort auf entsprechende Behauptungen iiber Matrizen
iibertragen. Wenn das geht, muss man nicht Satze aus der Matrizenrechnung mit Matrizen beweisen, sondern
kann sich auf entsprechende Sitze aus der linearen Abbildungen berufen.

1.2 Isomorphismus

1.2.1 Definition Isomorphismus

A= (A, a) und B = (B, b) seien S-Strukturen.
1) Eine Abbildung 7 : A — B heifit ein Isomorphismus von 2 auf B (kurz 7 : A = B) gdw
a) 7 ist eine Bijektion von A auf B
b) Fiir jedes n-stelliges R € S und ay, ..., a,, € A mit: R* : <= a(R)
R¥*ay...a, gdw R®7(a1)..7m(ay).
c) Fiir fiir jedes n-stellige f € S und ay, ..., a, € A mit: f* := a(f)
7(far...an)) = [fP(n(ar)...7(an)).
d) Fiir jedes ¢ € S mit: ¢* := a(c) ist
Ql) B

w(c™) =c¢

2) 2 und B heiBen isomorph (kurz A = B) gdw es einen Isomorphismus 7 : A = B gibt.

1.2.2 Satz iiber Isomorphismus

2 und B seien isomorphe S-Strukturen.
Dann gilt fiir alle S-Sétze ¢:

Ao gdw B¢

1.3 Partielle Funktionen total machen

Bei der Definition von Strukturen wird verlangt, dass Funktionssymbole durch totale Funktionen interpre-
tiert werden miissen. Das geht aber nicht immer so einfach, wie man z.B. bei der Division siehe, wo die
Division durch 0 nicht definiert ist.

f: X =Y mitDef(X)CX
sei eine partielle Funktion, wobei der Definitionsbereich von f Teilmenge von X ist.
Hier 3 Vorschldge, wie man eine partielle Funktion total machen kann:

1.3.1 Einschranken auf den Definitionsbereich

[ Xlpefpy : Def(f) =Y

1.3.2 Erweitern der Zielmenge

Wihle z € Y # 0
T AW, F} x X — {W,F} x Y mit:
< (W, f(z)), w=WAze Def(f)
flw,x) =
(F,z), sonst
mit w € {W, F'}
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1.3.3 Einfiihren eines Sonderzeichens #

Essei #¢Y
f: X = Y U{#} mit:
- _{f(x), x € Def(f)

J(@):= #, sonst

1.4 Strukturelle Rekursionssatz fiir eine freie Termalgebra

Voraussetzungen:

Y ist eine Signatur (sie ordnet jedem Element aus des Symbolmenge eine Stelligkeit zu),
V C T ist eine Variablenmenge,

T ist die freie Termalgebra iiber der Signatur mit Variablenmenge V,

Z eine Menge (z.B. von reellen Zahlen),

F() V=7

fiir jedes Konstantensymbol ¢ € ¥ ein Element b, € Z,

fir jedes n-stellige Funktionssymbol f € X eine Funktion g7 : 2" — Z

Behauptung:

Es gibt genau eine Funktion F': T'— Z (d.h. F ist eine Fortsetzung von Fj auf T) mit:
Fo(z), zeV

F(z) = { b, x = ¢, c ist Konstantensymbol .

gf(F(t1), ... F(tn)) x= f(t1,...,tn)

1.4.1 Beispiel Zahlenterme

V ={z, | r € R} und Fy(z,) = (W,r)
Symbolmenge S = {+, —, %, /}
Termalgebra = Menge der S-Terme.
Z={W,F} xR

g+ Z X Z — Z mit

Waddxy wp =we =W
g+ (w1, ), (wa,y
sonst
4 X /4 — Z mit
Wsub:cy wy =wy =W
g— ((wlu w27
sonst
1 4 X Z — Z mit
Wmula:y wy =wy =W
g*((w17 U)Q,
sonst

g/ Z X Z — Z mit
( ) ( ) (W, div(z,y)) w; =we =W und y #0
w ) x ) w ) =
g 2 (F,0) sonst
Dabei bezeichnen add, sub, mul, div die iiblichen reellen Rechenoperationen.

1.4.2 Beispiel mit linearen Abbildungen

siehe unten

1.4.3 S-Struktur lineare Abbildungen

Struktur A = (4, a)

1) Die Tragermenge A wird definiert:
A=Lin(K) U Vee(K) U K U N U {#} mit:
K istein Korper

K = Menge der Skalare
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Lin(K,n,m) = {l |l : K® — K" ist eine lineare Abbildung}
Lin(K) = Menge aller linearen Abbildungen = |J Lin(K,n,m)

n,m>1
Lin™(K) = Lin(K) U {#}
Vec(K) = Menge aller Vektoren = |J K
i>1
wobei U die disjunkte Vereinigung bedeutet.
Falls die Mengen nicht disjunkt sind, kann man dies durch geordnete Paare kennzeichnen (wobei z.B. die 2.

Komponente des Paares die Unterscheidung macht).

2) a besteht aus den folgenden Relationen, Funktionen und Konstanten,

die alle iber der Tragermenge A definiert und total gemacht werden:

-1, + Skalarmultiplikation (lin. Abbildung mit Skalar)

+7, : Addition als partielle Funktion (lin. Abbildung mit lin. Abbildung)

oy, : Multiplikation als partielle Funktion (Hintereinanderausfithrung lin. Abbildung)

Zl : Inverse (als partielle Funktion) einer linearen Abbildung

@1, : Addition auf Korper K

Or : Multiplikation auf Koérper K

appr, : Wendet eine lineare Funktion auf einen Vektor an, Ergebnis ist wieder ein Vektor

—1|}— 1, : Addition zweier Vektoren

o Skalarmultiplikation mit Vektor

IstSky : 1-stelliges Relationszeichen ,ist Skalar”

IstLing, : 1-stelliges Relationszeichen ,ist lin. Abbildung “

IstNaty, : 1-stelliges Relationszeichen ,,ist natiirliche Zahl“

Dimy, : 3-stelliges Relationszeichen mit Dim(ln,m) gdw [ : K® — K" ist einen lin. Abbildung bzw. lin

Fﬂgnktion.
0 ; neutrale 0 Elemente bei linearen Abbildungen K" — K™
n,mr,

K

1L ; neutrale 1 Elemente bei linearen Abbildungen K" — K"
n

K

OL ; neutrale 0 Elemente bei Vektoren (vy, ..., vy,)

n

K
0z : neutrales 0 Element bei Kérpern

K
17 : neutrales 1 Element bei Kérpern

Préaziser
1) 41: Ax A— A mit
l1 add { l1,1 D dd
0 (o) = 1a 2, (l1,12) € Def(a )‘
#, sonst

wobei add die bekannte (partielle Funktion) Addition von linearen Abbildungen bedeutet und
(I1,12) € Def(add) = |J Lin(K,n,m) x Lin(K,n,m)

nm>1
bedeutet, dass die Abbildungen zusammen passen.

2)or: Ax A— A mit
li mul lo, (I1,l2) € Def(mul)
op (l1,12) = :
#, sonst
wobei mul die bekannte (partielle Funktion) Hintereinanderausfithrung von linearen Abbildungen bedeutet
und

(l1,12) € Def(mul) = {(fnm, 9pn) | fam € Lin(K,n,m) und g, € Lin(K, p,n)}
bedeutet, dass die Abbildungen zusammen passen.

3) 't A— A mit
1)) = {inv(l), l € Def(inv)

L #, sonst
wobei inv die bekannte (partielle Funktion) Inverse von linearen Abbildungen bedeutet und



1 Zusammenhang: lineare Abbildungen und Matrizen

f € Def(inv) = {l € Lin(K) |1 ist bijektiv
bedeutet, dass die Inverse zu f existiert.

4) p: Ax A— A mit
ksmul l, (k,1) € Def(skmul)
- (k1) = .
#, sonst
wobei smul die bekannte Skalarmultiplikation bei linearen Abbildungen bedeutet und
(k,1) € Def(skmul) = K x Lin(K)
bedeutet, dass die Skalarmultiplikation existiert, d.h. dass z.B. k ein Kérperelement und 1 eine linerare Ab-
bildung ist.

5) ®&r: Ax A— A mit
o (ks k) = {k1 addd ky,  (ki,k») € Def(addd)
#, sonst
wobei addd die bekannte Addition auf Koérpern bedeutet und
(k1,k2) € Def(addd) =K x K
bedeutet, dass z.B. k1 und ks Korperelemente sind.

6) Or: Ax A — A mit
o (ks k) = {k1 mull kg, (ki1,ke) € Def(mull) ‘
, sonst
wobei mull die bekannte Multiplikation auf Kérpern bedeutet und
(k1,k2) € Def(mull) = K x K
bedeutet, dass z.B. k1 und ky Koérperelemente sind.

7) appr: A X A — A mit

amEUJ»:{ﬂﬂv(ﬂMElkﬂ%mg'
#a sonst
(f.z) € Def(appp) = U Lin(K,n,m) x K"

n,m>1
8) ;'t A— Amit
— invers(k), k € Def(invers)
L'(k) =
#, sonst
wobei invers die bekannte Inverse eines Korperelements (Skalar) bedeutet und

K
k € Def(invers) =K\ {0}
bedeutet, dass die Inverse zu k existiert.

9) +1: Ax A— A mit
v vy vadd va, (v1,v2) € Def(vadd)
+1 (vi,v2) = .

#, sonst
wobei vadd die bekannte Vektoraddition bedeutet und
(v1,v2) € Def(vadd) = | K" x K"

n,m>1
10) “1: Ax A — A mit
v k vsmul , (k,v) € Def(vsmul)
-1 (k,v) = .
#, sonst

wobei vsmul die bekannte Skalarmultiplikation eines Koérperelements (Skalar) mit einem Vektor bedeutet
und

(k,v) € Def(vsmul) = K x Vec(K)
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1.4.4 S-Struktur Matrizen

Struktur B = (B, b)

1) Es werden zuerst folgende Mengen definiert:
K = Menge der Skalare

Mat(K) = Menge aller Matrizen = |J K™*"”

n,m>1
Mat#(K) = Mat(K) U {#}
MatVec(K) = Menge aller Matrizenvektoren = J K™*!

m>1

wobei LI die disjunkte Vereinigung bedeutet.
Falls die Mengen nicht disjunkt sind, kann man dies durch geordnete Paare kennzeichnen (wobei z.B. die 2.
Komponente des Paars die Unterscheidung macht).

2) b besteht aus den folgenden Relationen, Funktionen und Konstanten:
-pr ¢ Skalarmultiplikation (Matrix mit Skalar)

+n @ Addition (Matrix mit Matrix)

ops : Multiplikation (Matrix mit Matrix)

o ¢ Inverse (als partielle Funktion) einer Matrix

@ : Addition auf Kérpern

O : Multiplikation auf Koérpern

appyr : Multiplikation Matrix mit einspaltiger Matrix

—T— a : Addition zweier Spaltenvektoren

?M : Skalarmultiplikation mit Spaltenvektor

IstSkys : 1-stelliges Relationszeichen ,jist Skalar*

IstLinys : 1-stelliges Relationszeichen ,ist Matrix“

IstNatys : 1-stelliges Relationszeichen ,ist natiirliche Zahl“

Dimyy : 3-stelliges Relationszeichen mit Dim(M,n,m) gdw M ist eine m x n Matrix

K

0 ; neutrale 0 Elemente bei linearen Abbildungen K" — K™
n,myr

K

1 ; neutrale 1 Elemente bei linearen Abbildungen K" — K™
n,mM

K
OM ; neutrale 0 Elemente bei Vektoren (vy, ..., vy,)
n

K
0p7 : neutrales 0 Element bei Kérpern

K
1,7 : neutrales 1 Element bei Kérpern

1.4.4.1 Bijektion von Tragermenge A von Struktur 2l auf Matrizen definieren

1) Zu jeder linearen Abbildung aus Lin(K) wird beziiglich der Standardbasen eindeutig (bijektiv) ihre Dar-
stellungsmatrix My, , € Mat(K) = K™*" zugeordnet. Dies gilt nach einem Satz aus der linearen Algebra.

2) Jedem Vektor (x1, ..., zy) € K* wird die einspaltige Matrix m((x1, ..., zy)), also die transponierte Matrix
zugeordnet.

3) Jedem # aus A wird # zugeordnet

4) Jedem k € K wird das gleiche k € K zugeordnet (identische Abbildung).

5) Jedem n € N wird das gleiche n € N zugeordnet (identische Abbildung).

K K

0z wird 0j7 zugeordnet

K K

17, wird 137 zugeordnet
% \%

07, wird 0p7 zugeordnet
L L

07, wird 0j7 zugeordnet

L L
17, wird 137 zugeordnet

Damit existiert die Bijektion:
n — n fir alle n € N,
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(1, ey ) € K= m((x1, ..., 1)),
k — k fur alle k € K,

lnm — My, p, fiir alle I, ,, € Lin(K)
#—#

Diese Bijektion wird mit m bezeichnet.

Damit wird dann definiert:

B :=m(A)

konkret: B = m(Lin(K)) U n(Vec(K)) U 7(K) U 7n(N) U {#}
wobei L die disjunkte Vereinigung bedeutet.

Falls die Mengen nicht disjunkt sind, kann man dies durch geordnete Paare kennzeichnen (wobei z.B. die 2
Komponente des Paares die Unterscheidung macht).

Beispiel:
1
M371 = 2
3

[:K — K3 mit:

[(x) := (x, 2z, 3z) Damit wéire keine Bijektion mehr vorhanden, denn :

[ — M371 und

(1, 2, 3) — M3,1

Um die Notation nicht zu {iberladen, kénnte man wie folgt eine Unterscheidung treffen:
(1,2,3) — M3 1 und

[ — M371

1.4.4.2 Isomorphismus basteln

My +p My = 7r( - (Ml) +r T (Mg)) fur alle My, M5 € B
My opr My :=w(mw™ (M1)0L7r Y(My))  fiir alle My, My € B

My -pp My = 7T( (Ml) ( )) fur alle My, My € B

My apppyr Ma = w(n™ (Ml) appL 71 (My)) fiir alle My, My € B
M ®p My = 7T(7T (Ml) DL ™ ( 2)) fur alle My, My € B

My Op Ms = F(TF_I(M1) @L T ( My))  fir alle My, My € B
M+ My = m(x~Y(My) +1 7Y (Mz))  fiir alle My, My € B

My "y My = (a1 (M) *p, ( 2)) fiir alle M, My € B

M=t =n((z"1(M))™) fur alle M € B

K K
Opr :=m(0r)
K K
1M = 7T(1L)
v %
OM = W(OL)
L L
Op :=7(0p)
L L
1y :=m(1r)
IstSky (k) <= IstSkp(n ' (k )) fiir alle k € B

)
IstLiny (C) <= IstLing(n~ (C)) fir alle C € B
IstNaty(n) :<=  IstNatp(r~'(n)) fiirallen e B
Dimy(Cyn,m) <= Dimp(m 1(C), 7 1(n),7~1(m)) fiir alle C,n,m € B

7Y (My 4y Ma) = n=Y(My) + 71 (M) fiir alle My, My € B
WMy opr Ma) = 7= (My) op, =1 (My)  fiir alle My, Mo € B
“N(My -y My) = 7Y (My) -p 71 (Mg)  fiir alle My, My € B
My appy Ma) = 7Y (My) appr, 71 (M) fiir alle My, My € B
(MY = (@Y (M))"t  fiiralle M € B
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1.5 Behauptung

2 und B sind isomorph

Beweis:
7Y My +p Ma) = 7Y (My) + 7Y (Ms)  fiir alle My, M € B
My oy My) = m=Y(My) op w1 (M)  fiir alle My, My € B
1) L m (M) fiir alle My, Mo € B
1(M1) appr, ™ (MQ) fir alle Ml,MQ € B
L fiiralle M € B Y (M @y M) = m= Y (My) @ (M) fiir alle My, My € B
M)@LTF_ (MQ) fur alle My, My € B
-1 Ml) +L 7 Y (My)  fiir alle My, My € B
My "y Mo) = 7= (My) “p m=Y(My)  fiir alle My, My € B

1.6 Satz iiber lineare Abbildungen

Behauptung:

)

Ql)ZVh Vi, Vi3 l1+(l2+l3):(l1+l2)+l3

Q[}ZVh VZQVlg l10(120l3>=(l10l2)0l3

Ql)ZVhVZQVlg (l1+l2)ol3:llol3+lgol3

Q[)ZVZ1VZQVZ3 llo(lg—l—lg):llolz—l-llolg

Ql)ZV)\\V/l1VZ2 ()\‘ll)olg:)\‘(llolg):llo()\'lg)
Q[):V)\VMVthQVlg ()\'l1+u'12)0l3:)\'(llolg)—F/L'(lQOl;g)
A= VAV Vo Wi Lo (A-lo+p-l3) =A-(lols) + - (Iy ol3)
AEVYAVLYL Adp)-l=X-1+p-1

A VALVl A-(h+1) =Xl + Al

2)

AEVIVeVy app(l,x Y y) = app(l, x) i app(l,y)

AEVAVIVZ app(X-1,z) = app(l,\"° z)

A = VAV VIV Vy app(l,)\i-)a:—li)—ul-)y) = \"app(l, 2) —T—uqfapp(l,y)
A=V Vi Vs app(ly + o, z) = app(ly, z) + app(la, )

AEVAVIVZ app(X-1,z) = X" app(l, z)

3)

ARV (I##NT E#) > ) =1

AEVL VI (W## AN F# Aol ##) = (holy) =1 ol]!
AEVAVE (A1) t=x"t0!

1.7 Satz uber Matrizen

Nach dem Isomorphiesatz folgt das Analoge fiir Matrizen

1.8 Substitutionslemma

1)
Fiir alle S-Term T gilt:
Ak A,h) (tn
(A, )(TH, ) =Gy S (1)
2)
Fiir alle S-Ausdriicke ¢ gilt:
(R @l gdw (AEY S0 g

xT
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1.9 Satz Ubertragbarkeit auf Terme

Sei J = (2, h) eine S-Interpretation. Dann gilt:

Wenn

JEV2y ... Vo, ¢(x1, ..., 2p)

dann:

Fiir alle S-Terme T3, ..., T, gilt: T = ¢ 11, .. I

Beweis 1:

Zeige:

(A, h) E V2 ... VT, ¢(z1,...,2,) = Fiir alle S-Terme T, ..., T, gilt: (A, k) = ¢It,...In
Sei (A, h) V... Vo, ¢(x1,...,z,) und 17, ..., T, beliebige S-Terme, also:
Fiir alle k1, ..., kp, € A gilt: (A, R, .50 ) | é(21, ..., 70)

also gilt auch speziell fiir k1 = (2, h)(T1), ..., kn = (A, h)(Ty):

(2, AT OIT) Yy )

Nach dem Substitutionslemma folgt dann:

Beweis 2:

Man kann zeigen (durch Substitutionsregel):

0FVr.g — gz% Also gilt nach dem Vollstiandigkeitssatz: ) = Va.¢ — d)%

Also gilt fiir jedes Modell 90t der leeren Menge:

M = Vr.gp — oL

Da fiir jede Struktur 2 mit J=(2, ») mit h als beliebieg Belegung ein Modell der leeren Menge ist, gilt:
JEVo.¢ — ¢L Also gilt:

TEYzo=TFE q%

10
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