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INHAL TEANGABE

Kach den pinieitenden Definitionen und dem 5
die sven—-odd-ballancs (der das Hilfsmittel i
dern soateren Sitzen zu zeigen, dafil eine Hool
rigrn srechénfend ist) sowie dem Batz 2 von B
Voillemin werden die Begriffe Feriocde ond &b
e eingsfibhet idisse werden gebrauchit um 5
even-—odd—baliance FY{-1} zu Derschnanit. Da
duroh das Gegenbeiapisl VERY ITiiz
verallgemeinerte fanderaz-Rosenberg Vermuta
legi. Darnn  wird der Bewsis von Theorem 4.1
Hurch esin Gegenbeispisl sls nicht korrekbt da

tz 4 wpund Satz ¥ sind Abschwichungsn wo

1., webeil Batz 3 fidr die Dewsiss von Sa

Gt O overwengdel wird. Suimedem gibit Sstz 3
wig Satz T, hinrsichende Bedingungen dafir,
Boolsche Funkition srechépfend ist, an. Hatzx
Modifikation von Theorem 4. 10..
Nanark worden anders Segenbelsplisle zur
Epesenberg Vermutung gesucht, indem versucht
Begenbeispial von  Illies auf verschiedene
verallgemelneri.
T Aushlick wird dis Grenze des Hilfsmitts
odd~-hallance” antersuchi.
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EIMLEITURNG

Ein gegebener Graph 6 148t sich auf verachiedens Arten
haschreiben, =z.B. durch die Adiazenzmatrin, ader da—
durch, daff man 2y jedem Enoten des Graphen © alle
smine benachharten Enoten angibt. Dadusrch 188t sich
auch eine Eigenschaeft eines Graphen durch verschi edene
frter beschreiben.

Eir fundamentales Problem der Theoretischen Informatik
mesteht darin, die relative teistungsfihighkeit  von
verschiedensn Datensirukturen zu bestimmen.

7.B. haben Hopcroft und Tarjan in [HT] erwshnt, dab
man {1 (v=3 Operationen bendtigt, aus der fAdijazenzma—
frix eines Graphen mit v Enoten Flanaritat bzw. Nicht-
planaritadt zu bestimmen.

Auf  shrliche Weise haben Holt und Reingold in [HR]
gezeigt, dal man im schlimmsten Fallflive—131/4 Onera—
tionen bendtigt, aus der Adiazenematrix eines gertch-
teten Braphen B die Eigenschaft "6 enthalt einen Kreis
bzw. G enthilt keinen Kreis" zu bestimmen.

Durch diese Resultate motiviert, vermutete #Arncld
Raosenberg 10 TRO] = oh eine belisbige Grapheigen—
srhaft (wobei Graphen als Adjazenzmatrix dargestellt
werden) rubtrifft ocder nicht, wird im schiimmsten Fall
VOt Ilivz} Operaticnen bestimmb.

fanderaa widerlegte diese Vermutung., indem & zpigte,
dal weniger als 3v Operationen bendtigt werden um o Zu
Bestimmmen ob =in gerichtetsr Braph mit v Knoten sing
*Beonke! enthalt.

fanderaa schiug vOor . dall die Grapheigenschaften
"monoton” sein sollten, d.h.: wenn die Eigenschatten
fir einen Graphen 5={V,E} gilt, mull sie auch fdr alle
Graphen B =(V,E'} mit ECE' gelten.

NDies schlielt das Gegenbeispiel mit der Senke aus wnd
f+ihrt zur

Im schlimmsten Fall sind £) (v2) Operationen niétig, um
aus der Adjarenzmatrix sines Graphen G zu bestimmmen,
ob der Graph G sine Eigenschaft P hat, die

i3 nichttrivial

2 mesnobon

S} urebhdngig von der Numerierung der Knoten

4y umabhd3ngig von der Existenz von "Schlingent ist

Beim Beweis der Aanderaa — Rosenberg Vermutung  wivd
die folgende Behauptung benubzi:

Beghauptung.
P sei eine transitive, d-stellige Boolsche Funkition
mit F(Oy F Fily, d Primzsashlipotenz. Dann ist F
erschépfend.

]



Diese Bshauptung motiviert die folgende

Verallgemeinerte Aanderas - RBosenberg Yermulung:
Gei F osine transitive d-stellige Boolsche Funktion mit
=iy 4+ P{iY, o natirliche Zahl.

PBann ist P grschipfend.



Eirne de-steillige Boolsche Funkiion F oist sines 8bkbildung
g {ﬁﬁ“d-w¢ﬁ@‘} td e Mol Wir setzen @amee vowaas, dald
dee Definitionsbersich von F dis gesamite Menge {3, =
ik, d.h. P ist fir jedes der 29 d-tupel sus {O.1}
fefiniert. Die Elemente aus {0, fassen wir als d-bit
Vebtoren (falls igo Hontext kiar, sagt man kuwrz Vekig-
rent alf.Falls dis Stellsnsahl iar i1st TelohriET

E
wir den Mellvektor O....0.0) mit O and den B
{1,001y mit 1.
Ein d-bit Vekitor ¢ heift Hahr-VYekior vonr B, falls
ung Falsch-Vekbor von F, falls Plzi=0,
e 4

Das  Gewmicht ®i siness VYVektors » ist die fnzanl g

jam,
Die Mengs ). aller Permutationen auf {1,....d}bildet
sing Druppes, bzgl. der Hintersinasnderansdidhrong, die
&
t

i

sogenannte syvosebrische Gruppe. Die lintergruppen der

=y irrne
tnter sinem Ivikius der Langes B verstshi man eine Fer-—
mustation g yuceaimdy gie 1y nach iz, iz rach
Pmenee gipmma naely ey ik rrachr Is abbildet.
Eine Untergruppe [ vonY¥. o heifit k-fach transitiv,

{1 ks&dr, wenm es zu je fwel geordneten k-tupeln
{iageecsint und {fg,e..dw) von Zahlen aus  {i,....8}
mit iv*%majv%éu fir v 44 gine Permutation G 6T exi-—
stiert mitl tﬁéiv =i FAP WV mlaeu e gl

Eine Untergruppe [ van §$ o« heiBt fransitiv, WETTE |
i~fach transitiv ist.

Ersstzt man bei der Definition von k-fach transitlv
"exvistiert” durch "existiert genau sin',  dann spricht
man von schart E—fach tramasitiv.

Sei B Untergruppe von Y o. Stei{il:= {C«S & EI & {i}ﬂi} =

ist SBigiil=1 +fir alle i€ {i,..“¥é} . dann heifft &
semiregul ar
Eine Unterorouppe § voR 3« heili reguldr, wenn 8

tramnsitiv und semiregul dr ist.

Bemer kungs

Ist & Untergruppe‘ﬂW%E:ﬁg tdann gilts

5 iat ascharfd eindtach transitiv genag  dann wennt 2
el & oist.

Zei F gine d-stellige Boolsche Funkiion.

Filr 2={8140..,%a) € {0,1} % und e a

sl Giulimigeargnne g Werms J e

Bie Hoenoe

Cr:={cSey o] #fir alle xe (0,1}« gilt Fiy =P (&)}
heiffit Stabilisator van P

Ssi 5 iUntsrgrupps von E:d und = s2in d-bit Vektor, dann
heift »B:={ Sixi| © € G} die Bahn von % cnter 6.

Eing d-stelliige Boolsche Funkition P heidt

t—fach transitiv, falls [ (P) k—fach transitiv ist.



d-stelligen Boolschen Funktion P, wobsi

Wy (Fr={x € {0,1} 9| Pixt=1 und wixi=i}, vy (Pres=w, (P
Mepnn &= 1; Montext klar ist, sehreiblt mSn B astatt
wy (P hrw. We stabtit W {(F3
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£, entsprechend definigri man den geghien  CODgroadm
W Hi.

Iy wmimpsm gerichieten

mindesastans sinen Sohn b

ey keinen Sobr: gt heilit

Diw Hihe sines gerichieten ist dig Langs einss
langsten Ffades von der W v osinem Biatt  {dob.

dig Anzahl  des Hanten auaf m  Ffasdl. Dis ligiw
sinEs  kEnoteEns  F in sinem T ist dies
Langs Ffades von der o

Cin aso Emr Binarbhaum ., wEnn ie-
der inn Hrrn e SN enn izder
B der e %1 i o hiat,
£

wirsbees i Hiohe v .

Eim yepd dungs min  geordnsei

dess nere ko natirlichen Z :

mark g gerau zwei Bhhne habest, und
dossaen ter mit 1 markisrt sind, so d#al asof
Geachem v dee Wurzsl zo sinem Blabtt jsde der
Fahtan mdchstens einmal slse Markisrung sines
imrrEre v Bammt . nlicherwsls i Errk
mohe: dungs zllgemeingsr definiert, o {
unsgre Sst LRETET diesg spezislils Sor

Wenn  alls Markierungen der innsren Enot
scheidungshaums T sus der Menge {i....

nestimat jedse Vekior vwiva ... ,vel € {01

sinen Féfad P in T von der Burzel o eines

folgendaer Weise: Tawt re=(, oo der Haum

aus einsm Blatit, das zugleich dig Wurzel

@ms ouwe sinen Ffad.  Sei onpl oangd sei i,

der Wurzel. HikRle als ndchsten Enotern des

falls ve,=0, anderntalls daen rechtaen Soh



einem inneren Knoten mit Harkierung i, angelangt, =o
wihle wisderum den linken Sohn, Falls v,,=0, andsrn-
falls den rechten Sohn. Liegen aufd F insgesamit k&
innere Enohten {(0fkiny, so reprasentiert F (bzw. das zu
F  gehirende Blattl auf diese dWeise genau 207 Veklo-
e,

Segi T min Entscheidungsbaum, dessen innere Enoten mit
Zahlen aus {1,....0} markiert sind und § eine n—
stellige Boolsche Funktion. 1 berechnet £ oder 1 ist
#in Entscheidungsbaum fir £, +alls fér jedes Blatt L
in T und die entsprechends Markierung mil) gilt: Wird
=i Vektor v von L reprasentiert, so ist fivismil).
{Dabsi ist F durch n ound T eindestig bestimmb. )

Sei + eine nestellige Boolsche Funktion. Far  sinen
Entscheidungshaum T i ¥ und &1 ren Vektor
v={Vyn..svnl mit vE& {0,1i}" sei ci{T,v: die Anzahl der
Komponenten vy von v, die T bendtigt, um Ffiv) zu bere—
chnen, m.a.lW.; CciT,v} ist die Lange des zu v gehidren—
den Pfades. Sei c(Di=max{c(T,vilve {0,1}~}, d.n. die
Hohe von T. Dann heildt

Cifrr=min{ci(T)| T ist ein Entscheidunsbaum fir §}

die vrgumenthkomplexitdt von . Ist Cifr=n, sOo nsnnen

Sei f die 4-stellige Boolsche Funktion mit fivi=1 gdw.
wiviz 2. Die folgende Abbildung zeigt einen Entschei—
dungshaum Fir f. Die inneren Enoten sind als  Kreise
gezgichnet, dieg Blatter als uadrate. Die Markierungon
mind in die Ereise bhrew. uadrate hineingeschrieben.
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o = tE

i F opine d-stelligs Boolsche Funktion, die picht er-—
e erd ist. Dann ist die fAnzahl der bahr-Yektoren
vor P omit geradem Gewicht gleich der S&nzahl der Wahr-
Vaektoren it ungerades Gewicht.

Bowels,

Wann P onicht  erschaépfend ist, =0 gipt =5 sinen

vailstindigen Entscheidungsbaem T Flr P der Hobhe 41,

Da jedes Blatt in T genau zwei: Vekitoren reprasentiert,

die denselben Funktionswert haben und deren Gewicht

sich um Eine unterscheidet, gili die Behzauptung.
...

Satz 1. gilt auch entsprechend fir die Falsch-Vektoren
von F.

Satz 2 {(Rivest, Vuillesind.

Sei F epineg transitive d-stellige Boolsche Funkition mit
FiaidF{ty ., wobei d esine Frimzabipotensz d=p™ic

{ K E KNI,

Danm ist F esrschipfend.

Howeis,.

Der Gtabilisator [ iF)  operiert auvfd {o,i durch
GIVIF{Vgear guneyvmemasd. Sei vl (F) die Bahn ven v
unter [PiPY. Es gilt wiud=wi{v) fiar alle v€ v [ {F). Sei
beitvie= [fue v MPy] ue=i1}] , i=1.... .m0

Da [TiF: mach Voraussetrung transitiv ist, izt b {v?
unabhadngig von i, wir kinnen also die Bezeichnung bivi
ohne Index verwenden. Sehreibt man die Vekioren aus
v [P} untereinander, dann erhilt man duroch Twe: ver-—
schisdens Jihlwgisen der Binsen in der so entstandenen
Matrizx dig Olesichung.

wivie v TPy =p®b 0y

Bann ist entweder wiv}mga fed by, we=ld oder wivi=0 {(doh.
vl oder p oist ein Teiler van [v o] .

Wir bBetrachten nun die Wahr—-Vekiorenr von F. Da alle
Bahnen eins MEchtigksit haben, die dwoh @ teilbar
ist, auller den HBahoen {Q}uné {1}, und da nur einer der
neiden Vektoren O und 1 esin dahr—Vektor von B oist,
gilt +ar die Anzahlen G{F) bzw. UIF) der Wlahr—Vektoren
vor: Fomit geradem brw. ungeradem Gewicht dis Bezishung
SiF} LHE) {mod pi.  Dann ist aber F nach S5atz 1 er-
schinfand.

"



Definitionen.

E =My uuesMaly Cgi=iS > sei die durch den Iykius
@S =My -« Mgl erzeughte zyvkliische Gruppe.
p YO heifft sine Periode des d-bit Vektors x Frgl. Ca

genay dann wenn gilit: &S Pixl=y

fmin) heift kleinste Perigde des d-bit Vektors x begl.
a genau dann wenm gilis
PBwmint iaot Pericde von 2 bzgl. Co

Fir jedes Periode p beol. Cg gili: peixisp

b e £

S

i Falls 5 im Kontext Elar ist 1403t man bezgl. Lo oft
WEG

2y Cabidi= (& x0a| ke No}

3} p sei Periode von ¥ bzgl. Cu. Dann gilt
Cermrrini= &g} . € No
CEENY
‘:—‘Sq-p*-—(x}ml(‘:;pggp{_‘nc,b‘pi((gr—{x;}“‘;:(—gr—{x}

—
g—mal

S At guev sflal 3 Dag=iS >
Sei = ein d-bit Vektor.
DGann gilts:

P (i de | Du i3]

Baweis.

1) Cab={a@%x)] ke No}
={@a - Pm (k) g E&No, OIrdpmixi}
={ @ (3] 08r<pm i}

23 Seien 08 3 {(pminl, Gfre<dpminly F12fe=, ™ (M= 7y {07
darr: ist & " Yaixi=r. Daraus folgh Fa=ra.
Ware n&mlich ri-r=>0, dann ware e Periode von
¥ oungd Fai-Fo {pmind. Hiderspruch!




S =y g g Ma? gy o=t .
o izt Fericodes des d-Tupels x bzgl. Lo
genau dann wenn gilis

fem g THm, fhr alle i€ {1,-..,4]}
wioheil die Gbbildurng " @ " wie folgt definisrt ist:
@ {1,...,0) ¥ N {l,....8} und

b & d=r lded kb iz=ceddr ound 1érsd

Demarkung

ReEmiiil A S

{ {1,...,4} . @3 bildet =in Grupps mit der obigen
Verknipfung " v, die auf  {i1....,d} x  {1,....d}
eingeschrankt ist.

AT ist danr die Addition aud dem Restklasssngruppe
meact e

Im folgenden wird "+9 stabt o C)“ gaeschrishan.

Fir igde nativliches Zahl p gilt:
poist minge Periodes sines d-bit Vektors o bz
G =iz gee e offla? genan dann wenn gilts pmixd

Baweis.

Fir alle pé N sxistisren g, € Ne mit p=g.pL, ixl+r und
O%r<pminti. o ist mine Feriode eines d-bit Vektors
Brgl. Co guw S P{xisr gidin & S PmS> "7 (g)oy

giw S {xi=x gdw r=0 gdw pmixd] @ gQ.e.0.

Da epdter bei Illiges von Abstinden die Rede ist, moul
dipser Begriff prézisiert werden. Im weitersn kann man
mit dissen abstinden die even—odd-ballance P*{-1} be-
rechnen.

Definition.

Sei {isgeresind © {1yee. 8}, dann bezeichnet
[ixﬁ.=,,iu] den d-bit Vebkitor {(Hi,...:%al

wobei x:=1 gdw 1 € ilﬁtugﬁik};Uﬁ& Paiz€en Sl




Definition.
~ Die Folge (8:,8z,...,3x] 8IineEs d—-bkit Vektors
x= {ii,.005ik] heiBt Abstandsiplge von x  genau  dann

weEnn giit:

. Gi“lz lxyun-gak—l—lk lk iy T

Cwobei Y - " dig Subtraktion auf der Regtkiaﬁaangruppe
mod d bedeutet.

Beachte: iy=istas+...Fas-1  183%k

Selorn Ed~x€1,2,,‘,,d}} wrvd {81 gmumypBilt die
Abstandsfolge eines d-bit Vektors x=[lis,.e. il
Dann gilt:s pmix) € {a;,&;+am§,,a,a1+,*,+ak)

Heweis.
Da d Periode van x ist gilt: lfpaixisd
{Marn kann sich also nach der vorigen Bemerkung auf die
fgdition * + Y auf der Restklassengruppe sod d  Dee
schrinken.}
#i, =1. Dann gilt wa, ﬂ..pmm}:i
Hloo exizstiert ein JEHN mit 1638k und fi40miKi=1g.
DPann gilt: pm{x§:ij—i1:a1+,,,+aj_1,
2150 Pm(d) € {214 uy81F8t. . tak—1] ocder
B in?=0 {d.l. Daix)=d)
td ist das Nullelement aud der Restklassengruppe mod o)

I}

Seien genau k-1 Abstinde der Abstandsfolge {(a:,... 33!
sines d-bit Vektors xx[il,...,ik]giaiah a und ein
davon verschiedener Abstand gleich b.

Dann gilt: peixi=d={k—-1iJa+h

i}

Wenn alle Abstinde einer Abctandstolge (Sige.- 33kl
wines d-bit Vekliors x= i;,ﬂu.,ik] gleich a sind,

dann gilt: pLixi=a

I I und II} bBesieht Sich pPmix? auf Ca=<(l,...,d )7

Bowsic,

Da o Periede von x ist, gilt: lipmixdsd

(Man kann sich also nach der vorigen Bemerkung auf die
fGddition " + " auf der Restklassengruppe mod ¢ be—
schranksn. )

ic




Es gilt:
ie@u—1+=bh

le@r@s=legn+ti - a Ogisk,

wobei © @ " Addition auf Resthklassengruppe mod ke,

®* o+ " Addition auf Restklassengruppe mod d ist.

Im weiteren wird zwischen " & " und © + Y nicht unter~

schiaden.

Mit Behauptung 5 folglt: peixl=c.at+bh, {ofo<k}

oder pmixl=c.a (4sc<i)

T Dmix? & o, dann gibt s fur P iz} Zwel
Fallunterscheidungen.

i. Fall:

Dmixl=gc.ath Osgk—-2

definiere fse=is~{o+ida

es gilt: i5€ {fageueqyind,

deertin feTigpnas 1 i panaon—sTigrstik—ita

{Beachte dal das Inverse von 1 gleich k-1 istld

Aloso Li3=is—{o+llasipgestr{k~ila—-ioc+ilazicws+{k—2—C)a
i g eg ez DSR2k}

Fs gilt:

LsHFPm (37l gagt {(k—2—C)a+c. @a+b i g+ (k-2 a+h

Angenommen es existiere ein I-€ {is,...,in} mit

ie=is+pmind, danne ist

Ir-Tlewat (k-2 a+h

andererssits ists

ir=igastr.a O8$rgk—-1

also:

Peartie aTlgart(E-2Ya+h also

(k—=2-rlath=0={(k-1}at+th {d ist Nullelement), alzo

{1+rYa=0={k—1}a+h

wire r$k-2, also i+rgk—-1, also {(i+r}tadi{k-lla alsa
{l+riac<ik—-1}a+th HWiderspruch!

ware r=k-1, also r+i=k, alsoc kea={k-1lla+bhb alsao
b=a Widerspruch!

Damit gilt nur: i~ € {is,.0cyinld, 5180 Ha, ap, oo =0Fi=x

&l=o Xié+pwﬁﬂ)*x1‘a flsa ist pmix) keine Perigcde

VO M. Widerspruch!

4

2. Falli:s

DBmiNl=rea l1sosk~1

definigre Lys=ies—{c—1}a

Bs gilt: 146 {is,0un inl

genns {s7ig~{c~lfa=ige s+ lk—1la—(C~lta=igastik—ia
£ T P (1d¢k—cgk~13

Es gilt:

P4t Pmint =l szt lk—rlatr . a=lgeythea

Angenommen =2 existisrt ein if»a{ilgww.wik}

wit 1-=is4pnin), dann ist i,.=ig.+k.a

aher andererseits:

ir=tgwydr.a OSrsk-1

also:

iewrthraTieos+tr.a also

kera=r.a alsp




Lk~ ) a=0=({k~1la+h
wére rai, also k-rdk—1, also {k-rlatik—l}a also
tk—rla<i{k—1}lath Widerspruch!
wire r=0, also k-a=0l;also k.a={k~1}Ya+h also
a=k Widerspruch'!
Pramit gi};i e i é {11 g = ow gik} 2lso }{11‘+pm(m)m{}+§-x}ii$‘
fpaele.

Befinition.

Ein d-bit Vektor x gnthalt genau n Einsen im Abstand a
genau dann wenn Fir die Abstandsfolge (Gigcccg@n) von
# gilt:

ex existiert ein 1 € N mit 12i¢k und

Bi T8y +1T e x s THL n—m TR wobei

"+ " fAddition auf der Restklassengruppe mod n bedeutst.

Rivest wnd VYuaillemin versllgensinerten die Sanderaa—
Rosenberg Vermutung wie folgh:

=i P sine transitive, d-stellige Boclsche Funktion
mit F{(Oy4 P(1}, d €N.
Dann ist P erschipfend.

Satz 2. sagt aus, dafil diese Vermutung gilt, falls o
PFrimzahlpotenr ist. Der alligesmsine Fall wurde abher
widerlegt durch das

Cegenbeispiel von Illies
Cam=i {1,300 1275 heildt dig prEnly! dem Ivklus
{1,2,.4-412) der Linge 12 srzeugts zvklische Gruppe
ger ednueng 12,
Die 1Z-stelilige Boolsche Funktion P osei definiert
durchs
Pt {13‘:={C¥}u 5312[1] iz [1 -,4} UiCai= (1 sﬁ}u Crm [i s‘qs?}

U Ca={1,9,9)u Ciz[1,4,7,10]

anders ausgedrickb:

Fixl=1 genau dann wenn eine der folgenden Bedingungen
erfialit ist:

s 2 =0}

23 # enthalt genau sine Eins

31w enthialt genau zwei Einsen im Abstand 3 oder 4
4}y x enthidlt genau drei Einsen im fAbstand 3 oder 4
S » enthilt genauw vier Einsen im Abstand 3

[T ist transitiv, denn Ca= C [ (F),
aulierden gilt: P{03+ P{1)




Der  Entscheidungsbaum T von Illigss in  abgedndeter
syvstemasticscher Form:

1 4 (7,107
; l
i 10 {73
| l
| (5,7}
i
Z 5 - {gZ2,11%
11 ————— {8}
(&g 103
3 & {(FL12)
!
b
l
{7,111}
4 T (13}
(8,12}
5 g ci1i1;
|
(93
& 7 (132:
{13}
e (12}
I
12— (5}
!
? e {3 1Y
1l {7}
&
(Bl
Ein geklammertes Blatt (i1,...,3mf izt die g1
fAbkurzung fuir den Entzscheidungsbaum {(E) : ]
wobei im—1
{111--'!it}={i5 {}-s--‘vd}v i#ili“"iiﬂ; !
i ist keine Markierung auf dem Pfad von der :
Wurzel zum geklammerten Blatt ijl,““.?jNE} !
ie-ni
[
&

M
i



Zusrst ist es notwendig, die spidter in Theorem 4, 10.
urigenaw formalisisrte, angegehens Menge E prdriss  zu
detiniersn.

Man kann E  auf zwei verschiedens aber doguivalente
Weisen charakterisisren.

g € E genau dann wenn eine Folge di,...,d.=d existiasrt,

=0 daff fhr alle 168N mit 18idn gilt:

Ze ) dy=}i ader

o} es existiert ein LEM und eine Primzahl g, so dafis
Hy=dy wmrr g% wrd gridiq—t

Hemerkuno., dy € E Fir 1¢igrn

Feg genau dann wenn die folgenden zwei  Bedingungen
erfiillt sind:

.7 1e¥F

Lo} aus n€F, g Primeahl, g»27 % folgt n-g%€F, KEH

E:= //fﬁ\\ =
Feé&

Behauptung &.

E=f (d.h. Def.Ad und Def.B sind duuivalient’

Beweis.
I.} Imige fir_alle Fe & gilt: ECF
¢ duh. /7 O\ FDE
Feé
i genetn=d =ei Folge fir d €E
feige: imittels vollstindiger Indubktion:?
fidr alle jeh mit j¢n gilt: g€ 7
Ind. Anfang: dy=1 &F
Ind. Vorauss.: di; €F
Fall 1: di=1 alsg dy €F
Fall Z2: es existiert ein KE&N und =ine Frimzahl o
mit: thi=d;-—1r0% und 0294+~ alse d, &8 F

eF
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o
Pt
T
il
4

[N
i
1
n

e
[
oy

[

it
!
lia]

Fe &
Fs gilt: 1&e &
=i € E, g Primzahl, L
rEige: fegt &€ E Fir alle BEE N
Ba nek 18t mDigee.yne=n Folge fir
tre Fimgemnw gfimy (pmas MEIT M Thy Meag=n. g%
iet Folge fidr nn-g¥

denn:

Pl 15575« 3% und 37 ~F und fir alle 5iisder
ey £1%:i%¢) gilt: Bed. 1. oder Bed. 2.7 VI
Def.B. Also neg¥e€ E. Cu @il

in verschisdensn folgenden DOewelsosn wird
"Induktion dber den Aufbau von EY bhendibi

Benauptung 7.
ceigen, daf fir alle de€E gilt: B (d),
geniigt  =s  dis "Ingukiion dber den Sutbasas von EY o
Teigen:
1.3 i1}
T.d aus.-5{ﬁ3¥ nmEE, g Frimezahl, gyd™ * folob:
fir slle BE€M gilt: Bimegx}
Hewslis.

2 1 =mei Folge fir d
feige: {(mittels vollstdndiger Indokiion)
CFir alle 1€MW mit ism gilt: iy
iy Gidar= B
ii.) Es gelte: Bids g3
. F B existiert gin KEeN und sine Frimzahl g
mit: dai=gy yen* und gP2®iqa"r, also S fdg)
=
Bl s=1 also :éiﬁiiw‘zﬁi} o 2aila

o1 PR
R Al

Tt o

Im Folgesnden wirg das Thsaorem 4. 100 mit Hewsis
dargestellt. (vgi. [RY] ). Danach wird mit einen
Gegenbeispisl gereigt, dall der Bewels nicht  korrskt
ist. Banach wird das Theors=m 4.10. in abgeschwdchters
Form korrekt bewiesen.



Theogrem 4,10,
£ igt gdis kleinste Menge von natidrlichen Zablien, =0
daff gilts
al 1 E€E
By aus n€F, g Primzahl, gvrd0~* foligt g &g
Fir alle k&N

Fooepi sins transitive, abelsche, drstellige Boolscohe
Funktion mit FiOgF{1y, d& B,

ey

Dann izt P grechipfend.

Pewsis., (Induktion dber den Aufbau von B2

thin dieses Theorem zu zeigen genidgt es nach  dem  Satz
Gher die even—odd-ballance (Satz 11 folgendss zu zei-
gEE

0 gei einge transitive, abelsche, d-stellige Boolsche
Funktion mit P{OY§P (i}, d € E.

Danm gilts FT{-1340

rMur zur Indoktion Gbher ks
Fin: e

Fiir jede transitive, abels
Funktion R mit ROMFR{L) gil

che, n-stmllige Boolsohe
ts ‘1§~‘}%u

BLiiv: denn aus RIOIER{1) folgt R (-1340
Gelte Hint, N€E, g Frimeahl, g»2~—?
fzige: K in.g%}, .kEMN, (di=n.g<}

fus iRy abelsch und transitiv folgt R0z == P Su—.
D aus gy2r—*in folot: a¥n, cgilt adn sishe [RY]
Mach =insm Sviowschen Satex existiert also 8ins

Untergruppe © der Ordrung g*.

= [iF} abelsch izst, ist dies die pinzigs Untergruppe
e Ordrnung a¥.

ﬁE?ﬁi ET o C}dﬁt:r
E} nea 3}§Qﬁaﬁhﬁﬁ

unpe der ﬁrﬁﬂuwg gk, dann ware
atz O und O (uﬁJUgZE?;§ alss

igren mib

b

"_fgf?WTf"? y e O} i€ {t,...,d heis

{ t das vonr der
Untergruppe © von 3o erzeugte Transitivitidlsgebist.
Behigupiung .
fiss Mengensysoem {(){i) | i€ {;,gnu%a}} st esine
Filassssneinteilung VERY {i Y- wobei das

Mengensystem aus n jransitivititsgebisten der TOrdreng

g% hesishit.




Beweig.

Zeige: aus O irn Qo so1gt Quir=0iy
sei 1alit=2020i) 5., P2 €O alsa i=-1. 2Pt
dann gilt fir beliebiges 2fx E

YPatid= VPt Poini=tte - 1. F i1 & O
4 i i
also gilt: OUYC Oy analog gilt:s @ dlec W)
Zeige: \ J 6(5.32{1.,“..35;5}
i€ {1,...qd}
s=@i & [Iﬁg,,gd},
ji=id(iy € Oy C ) B
i€ {ly.e.qd} g.&.d.

Durch die Klasseneinteilung von ﬁ:ﬂ{lgu‘.?d} wirg sins
Aquivalenzrelation auf M erklart.

i~ i genau dann owenn o ein Transitivititsgebist
T € Bty e {1,..“,&}} existiert mit 1 €7 und & T.

i~3 genan dann wenn ein %é@ existiert mit GS({i)=j

Eshaupturg 9.
Wwenn g4 [ x [Py dann gilts
aus i~ Ffolgt xg=x;, wobei

s M= {weo |l g e MM}

Es gitt: tx Dl = 10wl 7 aut ool

wobei Aut Gyz={ 1Felteyl Gor=x}  Untergruppe

sishe dazu [RV]

Sei nun g 4 L= [P . Dann gilt: © ¢ aut (x)

tdenn: aus |x CEM =n.g%s [aat ol

folgt laut{xY =m.g% und m! r

da m| n gilt, folgt msn<g also g >m also q%-m.

Al=so besitrt dubtix) eine Untergruppe C) der Ordnung
g*. Da ™ genat eine Unisrgrupps dar Ordnung o*
basitzt, mul &' identisch ® sein. Alsor O C Autix:.
Sei nun i~ j, also existiert ein € €0 mit & (ir=j.
Keoen C}&,ﬁut(x} gilt: Hy3=Mgear»THis,

also wemxg G2.0.
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Weil () Normalteiler ([ (P abelsch) existiert die
Faktorgruppe [ (P)/ (O mit:

P/ (® abelsch { MNFPY abelschl

Pipy /7@ transitiv  ( [{P) transitiv}

Definiere die n-stellige Boolsche Furktion B:

Blvs ;Yo g ¥t 05PNy p e e g¥a)

wiibed alle Variablen x3 im i—ten Transitivitatsgebiet
identisch yvi sind.

E= gilt: MaErey /0

Digse Aussage ist im allgeaseinen falsch. ESiehe dazy

spater egin Begenbeispiel.

Mit dem ocbigen Isomorphismus folgt seforit, daid Mom
abelsch und transitiv ist.

AuRerdem foigh pgoy3piLs (RICY=P{DERy=0{1

Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung Miny

folgt & {-1340

Pehauptung 10.

g2 (-1 £ 2n—1

Beweis.
We (@) :=( | RO =1 und wixd=i} € fx [ wixr=i}
we (E3= (W, (] g(n)

i

ig g
also G£ EE we (B £ (i>ﬂ2"”1

i gerade i gerade
Qeitn Dfign

£
genauso 0% > wy (O} S 41;%_‘_%__(i)=2"“1
i un i ungerade

OLiin 0%t sn

alsar (8 {-1)] = [ E wg (G — E Wi Ci&ﬁlgﬁ"”i

i gerads i ungerades
gign 08 $n g. ..
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Pri-1i=01* (-1} mod g
Fri—1)/g und 0*{(-1}7g haben den gleichen

das hsilt:
Rest

Damit gilt nuns:

sighe [RY]

of lar (-1 & 2e-icyg, also gt B (~1)

alsg hat P {~1)}/ /g sinen Rest,

folglich gilt: P(-1)40

g.2.d.

Daz im folgenden angegebens Gegenbeispiel zu der He-

hauptung [((BE TPy /O zeigt dall
rnicht abelarh z2u sein braucht.

(=’
Damit kann sber nicht

im  allgemsminen

mehr mit der Induktionvoraussetzung Biny auf O (-1140
a aber im Beweis dies Indukiions-—
varauﬁﬁetzung.ﬁin} urtd diz Behauptung Megy abelsch und

peschlossen werdert.

transitiv  dazu
achliefien

(o 1340

Banputst werden um
wird im Heweis

auf @*¢(-1140  zu
auch benotigtl),

szhe ich bei Beibehaltung der Definition der Abhildung
& keine Miglichkeit den Bewelis zu reparieren.

Gegenbeispiel zu Beshauptung PiQ}ErWF}KCD

&}

d=1% e F, denn aus n=3€ E, g*=8', 5 Frimzahl, Z& E,

G2t fplgt ISEE.

Definiere nun die (S-stellige Boolsche Funkltion P wie

folat

Frri{lyi=lim [‘ifzjuﬁiﬁ[ifzfiis?]u Cim Elﬁ#ﬁ?‘ig}fi'—jlu
Cime=C {1 ,;2,3,...,1%> die
erzeugte zybklische Gruppe ist.

wobei

- 4 OETw
11,2, 3,00, 157

(o)

durch den Zyklus

Dig 1S-hit Yoektoren mit Funktionswert @ sind also:

i

1 1 0000000000000
21 1 OGOOOOGOR000
G 1 OQGOOG00000
0001 10000000000
GG 3 1 GOOOGHG00
GUOOGT 1 O000000R0
GOOOROC T 1005000
GUODGG001 100000
GOOOOIGRON T 13600
GOOOODOO0GT 1000
OOCOOOD00R0C L 100
GOOGODGQOOGGLI0
slalaatalainlelelelalsieh i)
PRSI 1 10 S IO N1 £2 01001

I1}

13101001 00000000
01101001 0000000
001 101001000000
Q001 101 00 G00060
OO0 101000000
QOO0 101001000
GOOOODL 10100100
QOOOOO0IIGI0010
QOOOOONTELI0I00]
TOORGOOODI 10100
DI0OODOCDOL 1010
SGUIOOGOoORaT 108
10GIOROoD00GII0
1 OOI000000001 ]
1031001 000000001

i%

ITI:
1010010000100

CIONIGO1I0010010
GCLOTI00I0010001

VI

GOOOGOOO0000000




Behauptung 12.

Dig Permutation &€ TP hat die Form (1) oder (2

( cwegi=l lgitl, .. > {1} el
cens3, 2, 1, 15.14,...
( gi=1,igiFlgen. ) ()

s 1A, 1801, 2 ,Fe...

dies folgt aus folgenden Uberlegungent

Seri < e[ (Py. Dann gilt:
aus Giir=i folgt S(i-1i=i+i1 oder G{i+ir=i+l

Weis.
i W li-irFi+t and S (j+irFi+l
detfiniere x s, dafi: xi=l, Xie1=1,
ww=0 far k& & {i,i+1}
Danrn gilt: Pixl=t1
[=3-= gilt weiter: Gux}=£-:nqNGCJMl),Ng(j>§x€(j+1)¥nzu}

2(.a.§HE(3w1;,i,%g(dwxjﬁmaw} = (uax$é51,ﬁ¥,..};
Also Pl (x11=0, also Pl ) I=0$1=F (), also (Bﬁ’f—'{?}
g-@. e

Voraussetzung: & e My

Dann gilt:

€1} aus W iir=i und © {j+ir=i+1 folgt T{i+2i=i+Z
(723 aus Siir=i und SGi{i—-iy=i+il folgt S{j-Zy=i+Z

{1} Smi S (i+i)=i+1. Dann folgt mit Beh13
iR =i+ oder &S (§)=i4+2;
da S{ir=i folgt S(§r+i+F alsc ES(§+IZr=3i+2

{7y Sei  Gij-1i=i+l. Parn folgt mit Beh 15
@ (-2 =i+D oder G (j)=i+Z;
da Si{ii=1i Ffolgt S (i1Fi+2 alsg G(i-2i=i+2
GueBa e

Bezhauptung 13.

Fir jede Permutation G &€ 2 4 gilt:
me sxistiert ein KEN mit Wiki=1 und 1Skid

fud

L




Banne hat man nun:
Da Eiki=1 folgt mit Behauphtung 13. A oder B
fAre S (k+ly=2
Mit Bohauptung 14. gilt: O {k+Zi=3.
Mit Behauptung 14, gilt: S(k+3)=4 e Sule

Bl & (k-1i=2

Mit Behauptung 4. gilt: G{k-2)=3E.

Mit Behauptung 14, gilt: Gik-3i=4 Lo Sn Ws
definisre:

Yei= ( cemgiga s ) y={110100100000000)
k3

PG R R B T N

X‘i ¢ FQP>

Da Y (y)@ I gilts PE'{@(y&)=G+1=P§y) g.e.d.

Damit gilt: [ﬂ{?§=ﬁ15 tabelasch; transitiv:

by
Cim 2nthilt gensu eine dntergrupge<:)ﬁer rdnung S.
NDiss mull die zyklischs GruppDe

Ce= </(1$2$3§ T )
B S, 6, Ty en gl
oodsr austiahriich:
{ <L,L§J$ e } <1¥h§-§4$‘ﬁ¢$1 )
RGN . : VB T .5, .
- i R, -
<1§2§w§4,=..,;5) (;a z, xgg,,gid)
. el 5

7By F e 1,12, ...

( 1, 2, By...,15
13,14,15,...

Bostimnung der Transitivititsgsbiebe:

Ty={1,4,7,10,13} T=={z,5,8,11,14} Twz{zﬁéigﬁzzazﬁ}




Definition van &
Pauﬁaaﬁaﬁgaesﬂﬁéaﬁm

{OG100100G1001001 =1
P(ui%ﬁiﬁ@i%ﬁiﬁﬁi&?zi
(GLIC1I0HI011011Y=0
(1001C0100100100) =1
~P€i$1£$i1&11@ii&1}ﬁ$
= 110110110110 110) =0
=F 1111131081311

"'f'é

i

'“i“i 'T i

i

3
)
Th3
ﬁiﬁii}
4R}
}

}

¥

A% ®R  KE BB WR ¥H Ex a9

% mtellige Vektoren mit Funkiionswsrt 1s
(G D01y (OO (100)

]
wt

T mtellige Vekitorsn mit Funktionswert
¢oiiy 101y {130 {11l

Daraus folgh: M }—5:3 (symmstrische Srupps vom
Grad X3
pa (Ml =5 und [P | 15T

folgt D@OEDE /O

ﬁa Elﬁ £ 1123 pichlabelsch ist, gilts
i@y nichtabeisch

wd

Satz =
Swmi P ogine d-siellige Boolsche Funkitian mit [ {F3D)
Ca=< My ees Maly, FIOVER{LI}, € E.

Dar ist P oerschapfend.

=

Beweis, (Induktion idber den Aufbau von =

i Batz 3 zu zeigen, gsnidgt es nach dem ba
sven—odd-hallance {Satz 1} folgendes zu ze

Sei P oine d-stsllige Boolsche Funktion mi

Ca™C (Mg gnee fal 7y P{OIFP (1}, d€E. Dann gi
Nun zur Indoktion éber Es

ggWQ& &y
g: {0,1}" —s {o,1} n-stellig
BB, Crsmi (FyqerngFmd

Mty tdenn aus GLO¥FE(IY folght 8 (-13d0)
:ﬁf;‘ y, n€E, g Frimzahl, gyia~*
Yitn.gxr, EE&N, (di=r.g*}

[T
ey

[

=



be genidgh zu zeigen:
mus Wi, n €E, g Frimzahl, geEr~*, gZ folghs

i. Fall:
= &&iﬁ“) fir ke mM. Dies gilit nach

el mmp ¥Rt i=l peig
gﬂ:‘.’ts_ E

2. Fall:
A%l = grEE el b oy, Imige %a g%y $ir grl, KEN

HBoehauptuno 17,

Tei © wiMisyaee  Bal, D=l @5 und cecl Py, Dann gilt:

1
L ) wyeey = L |
i gerade {x|FPixy=1 und
1%i¢d wix} garaéé}

2)

Lhn_m_mﬁ_J Wy {FS = Lk J Cafxt

i ungerade {elP =1 und
Tsidd win} ungerade}

Bewsiz. (2w 123
= & L.B.:

g5 sxistiert J gerade und (0£]&d mitl Wiz lt=1]
und Fi{zr=1. Es gilt: =z &€ Uailx=}

z €3

zsn sxistiesrsn x&i%“={w[ Piwr=1 und wix? géraje}g

weed BEEe M mit 2= & ®i{xi. Es gilt:
wizlimw{ QR {nti=winti=i (gerade}, Pizi=F{G"{xii=Fixl=

Delen Qs_amlﬁkk.gmd}g Ga=d & >, und Enzéééﬁjﬁﬁdha“{

dig Menge der d-bit YVektoren mit Periode i begl. C©

zh i={0,1

Dann wxrd Todurch die folgende Abbildung Cp fed jemietiv

auf Lnabgehxidet.

P s &h~+z mit q>{zlf,.‘gzd3=m(zm4?.u=§zmn
L ':z.l.ia:nx;._dr‘ = CP*:K:‘;‘—:;;.&}

1 I‘*.l
V‘é
LR

Id

¥

Haet

fu)
ok




Hewels,

imisktive

SEien Z={Zi,c.usBaly E=(F1sune 2al VeEktoren mit =%
Nann existiert ein 1€ {1,...,d} mit =%,

Ba s ges=fg! Fermatation ist, exigtiert ein
Jje iy d}l mit i=ms, 2ls0 Z;m $F.;

Fz gilt: fir alle 31 €N existleren c.r & Mg mit
de=raper und O0frdn. Dann ist:

EméﬂiMCﬂ+r =Zem . _und Emiﬂgmcwﬁﬂ~2§mr also gilts
T, ¥, also z' F3

[

sur jektive
0l 2= (Mg .. ¥nd € (0,3 ™

fm4 fff&, T, :ixz yeess Zmy, ITHn
Ze 2 =My, B LN sesey Zm,  PTHA
2 £ =y z 5 =x amey = L
™ (4N e A CL P = i TS Mgkt T
damib: Zm == T =

':«mﬂm'smh*" = —im(qk"'ﬂ“*"t

R Tl 4" S € LS LT Y

Zm, =, =n,nﬂzm'*qg
damit: E™{z¥=z, also z& I, Q.28
Definigre die Abbildung:
Flrip—>{0,1} mit P' (' y=P @
Bethauptung 1%.
Wenn
C:;:ifmi,.n = ,md} ¥ X- xf_:"ﬁl.gﬁg M 5!'5”[;—,} ¥ E:a:"g}; Cnm: \6’.:}?
ISz | n dann gilt dis Behauptung:

Die Abbildung @ :Catd— {0, mit & = ?{
Cd(:‘{}

ist mins bijsktive Abbildung von Dalx? auf TG4

tdaraus folaot: ICgtxil = loated 3] )

Bewois.

1} Zeige Caix}Q I,

aus [Cauf=pmixt und [Catur] [ n folet pmix? | n.

Mit Behauptung 3. folgt n ist Periode von x,
alz=o w€ Ln.

Ez gilt: & *i{xle€ 2, DBenn: < "{aE* {x)I=a* " {ul=
i ixisgkix), also CalxlC I,



21 Ieige: @egkmnérzmé:{';

Zeige dazu: [Q’;"‘( -} == h"*‘ oy
. - \
Smien {1 .- ¢faly 2 Tk ykx,;xmn}i
Y=Yy e Y = BRu), y‘m(ym4$,,,§ym“} also gilt
W s . b eV = {3 P =
*m“ m ekt Y ‘}fm“-; @}mh} {{m"\‘i‘!"\f g7 mh{K}

\rk(xmdﬁa&ngxmn}=x<“éx'} -

Behauptung 24,
Sei Cug=d <> und & =Mz ycunr M) - Darn gilts
Cain) M Culy)=¢ oder Caix}=Caly}

Bowsis.

Beachte, daB Cou=< & » Untergruppe von 9 o ist. g.e.d.

Bemer kung.

Wenn [CatzX4dn, z € {O, }‘ d=n.a%, g Primzahl

dann gilt: g | [Caiz)]

Bewels.

Fe gilt: [Catz ln.g=

(denn: ICalz}¥ =pmizi, aulerdem ist d eine Feriode

varn z bzogl. Ca. Mach Beh 3 gilt pmizd | d,
also ICutzd {d.2

Die PFrimfaktorzerlegung {FFZY wvon lcatzi besteht
alseo hichstens aus Primzahlen g und Primzashlen aus der
PFZ wvon n. PRestinde die PFZ von {Catz¥l nur aus
Erimrahlen aus der PFZ von n,  dann mal [Catzl | n
gelten, was zum Widerspruch zur Voraussetzung stebt.
Gleo ist in der PFI von [Cafz}] mindesstens eins
Frimzahl 0 enthalten. Damit gilt g | |Catz:l =

Fri-1 = 25' Wy (P} — 2%‘ wy (P

i gerade i ungerade
S<idd psisd
= > Jusesl - > [y e}
i getrade j ungerade
Géisd Gizd
= | Jw,em !l - L | waey |
i gerade 3 unpgerades

Gs3sd 8igd

Pl
L



il

1 T T ] catwr

{0 | Pixi=1 ful Fixd=i
wix} gerade} win) ungerade}

= I } Catxr w | ettt — 1 | Cafxd U A J Ca (3l

.‘»«iEHi }{eﬁ;z ?ﬁeﬁa H&Ha
My={x | P(xi=1,wi)gerade, CaGOL | n}
Ma={x | Fixgl=1,w{x)gerade, il 4 n}
Mem={x | F{x)=1,wix)ungerade, ICaixd | n}
Ma={x | Plxt=i,wt)ungerade, WCaixil 4 o}

es existieren Vektoren Xm €Ma, me . so dal:

{ | Calmd = | VTR
me . Ao & My

and aus my, M=, MaFme folgh Cat (3, 1ECa (m )

{znaloges gilt Fiir A2 Auss S ayt

= |1 | Coalxm) U | | Calitm) |

mé . N me A=
- { L_J C:r_-i{}im:‘ (. l l{:dﬁ}(m§ l
meE A= meE _Aa
= g [Calzmi] + > Do (xmt
me. Al me A=
- EE oL tumil - EE Ia (%]
mEe = & A a
= Caeg + EE ICa (umil — EE T {stmt
me A me NAux

vorhergehends Bemerkung

= g + Ei lon ot = EE [0 (5 |

me& . me Al
= z.g o+ l l lﬁnigm} ["- ‘{ lﬁniﬁk) l
mE Az me A=



[T i ] o ALt

L Jeo.ode =L ey .
meE AN {v! Py =t fanaloges gilt
w{y)gerade} ST ANES

z €lL.5. also existiert ein me N., mit zE.Sn{xL}¥ also
eximtiprt ein KEN mit z= Y* (xm)
Es gilt: 1.0 P! Gdad=1
denn: P! (i) =P (mi=l (o € M)
7.t wixle) gerade
dern: Wim! =u (m). g%
da o2 gilt, folgt: Wi, geratde gdw.
wixm! gerade. Glso winm! gerade.
aus i.¥ wnd 2.3 folgr: y‘“{x;}£ .5

P I
- & R.5. also essistisrt ein vy mit Pliyi=1  und
wiy) gerade und 25 existiert min k €N mit =y Riyl.
sullerdem sxistiert mit Behauptung ig. min vE&€ I, mit
vy
Es gilt: 1.3 wivl gerads
denn: aus wiv) gerade gdw
wiv' y=wiy} gerade und wiy: gerade
folat wivy gerade
Ter Blwy=1
dann: E(vi=F' vt i=p' (yi=1
l{:d(\(’)i E |3
denr: v hat sine FPeriode N.
also Pemivil n
und mit pomivi=
[Catvi In
mit 1.}y Zuly S.r folgt vE M, also existiert
2in Hm €My, meA 1 mit Daivi=lalxm!, also
VE Calnm!, alsa existiart sin FrE N mit v=8" {xmly
also szuz[érixmﬂ‘=ﬁrfﬁxhkﬁ gamitt
f*?”(vh=f“ix‘*w¢33:(*ﬁ*(x;&ei;xx;; G.e2.d.

st

| Caivil folgt:

Mit Behauptung 21. gilt gdamits

X ¢ {siehe Bsh. 22.3

( Al
A
P ctymeeg ¢ S - =2 wsy ko
i gerade i ungerades
_ Dt&i%g G$isd .
g= .7 . / 1 ~— S o=y
€lo,q} € [0,al

Léaz OgdPrTilg und 02w iEnTidg

e(~QIq)

J




=y

Sgi P sine
6=€m1§,.=1
PeoyHF (L,
Dann gitte: F

R

LSRN [ I 1

teilige Bonlsche Funktion

X‘:{mxg‘nn ,mn}? d:c::(‘:‘) ::.? ’"“ﬂ_.‘:\' =

£} Cu, d€ E, und o5 gelte & (n7.
1

L DE 18

oL

;%

kL

=]
¥

13 PLios=F{0r4P (1= (1), al=o F'(OYEF' (1)
2y reige: C.C [T .
priysiztys=P ([e*(z1] }mF’{C-;"{z}f:?F‘{E?=F" (zt:

BxeCs C M

Da die Vorausssbtzungen in 2 in) erfililt sind,
folgt nun: PUE (-1 %00 H.e.d.

Damit iet nun der Satz 3 bhewissen.

iiber abslsche Gruppen

Bei N=Miefz eos e, wobei die ni Frimsahlipotenzen
=ind. {ny werden so geordnet, dafl man mit wachsendean
Cotenzen der kleinsten aufiretenden Frimzahl beginnt,
darnnt die warhsenden Fotenren der nachstorifieren Prime
rahl folgen 130t und so fortfsdhrt bis zum Grhlofl.?
Wernn 6=Za @ «-- ®ZIn,  dann zagt man § sei  vam  Typ
Mty gunnglic!a (g ¢ zyklische Gruppel Der Hauptsatsz
Gher abelsche Gruppen sagh nun, daB alle abelschen
Fruppen  der  Ordnong pinsindeutig den samtlichen
miglichen Typen zu der Zahl n entsprechan.

z.B.: T4=7%.3, Alle abslschen Gruppen der Ordnung 248
hahen die Typen (B,3), (2,484,331, (2,2,2,3).

Werst n=pe.q., p¥g. p.g Primzahl, dann gibt &5 nue ders
Tyn {(p.g)y, also gibt s nur singe abelsche GBruppe der
Ordrung n=peg wid die mul rybkiisch sein.

Twar funktiopiert der Beweis in Theorem 4.10. wegen
des gefundenen Gegenbeispiels picht, absr man kann i

sing Teilmenge von B die Behaupbtung von Theorem 4.140.
ZELgem.

g d - e
e'={g.r] g, Frimzahlen und g>Z° 1}



Ee gilt: Jede Frimzahl ist Element wvon E
{1 €EE, g Frimzahl, g»2*~*, alzso g €k}
auz r€ E, o Frimpahl, g2~ +folgt reg€E

Satz A.
Sei P eing transitive, shelsche. de-stellige Doolasche
Funktion mit FIOI$P{i), deE'.

Dann izt F srschoeptend.

Heweis,
Smi deger, YT, g.r FPrimzahlen,
My abelsch, transitiv, dann ist [ oe] =a.r ]

Da aus gyfviir folgt g¥fr, ogilt nach dem Haupisaisz
iiner abelsche Gruppen: [P} ist zyklisch.

Da [iFY ftransitiv ist, wirgd [P} von sinem  ZIvkl
dar  Lange d erzeugt. {Jede Fermutation 18T zich a
Frodubkt elementfremder Ivklen schreiben.:

Damits: [TiFr=Ua=< iy .- sMal . Sisc oilt mit Sat
F izt erschapfend. Eo S - I N

Sei F oeinge Z-fach itrans
Boolsche Funkbtion miit FLIO)
st F srschipfend.

Boweis.

Es gilt: wenn Fipy Z~Fach transitiv und abslsch ist,
dann mulR [P} zyklisch sein, (siehe [WI]}

pa [P auBerdem transitiv 15t¥ gxiatisrt sin Ivkius
B =My gl mit [ (Fi=lui=<& *.Blsc gilt mit Satz 3
Eoist mroschipfend. o2

Batz &.

Smi P oeine transitive. abelsche d-stellige Boolsche
Funktion mit P{(OI+F (1), d€ E" :={gq.r | a,r Primzahlen}.
Dan st F erﬁrkﬂg%&ﬁa,

%"\3
-1



Fall i: g=r, slsc ist d=g% Frimzahlpotane.
wends Sat: 2. an.

Fell 2: g¥r, also folgt mit dem Hauptsatz Gber
abslsche Sruppen. dal [Py =c.r zvkiiech
imt., Da PR aullerdem transitiv ist, feolgt
mit Satz .. dal P erschipfend ist. Beetia

Bra dutr b das Segenbeispiel vy Iliies gdig

verallgemeinsrtse  Asnderss—Rossenberg Vermutung  wider—

legt ist, wversucht man nun weiters Gegenbsispisle Zu
fingen, wum eventuell sins Teilsenge Voo M oangsben zu

Linnen, Tdr die die verallgemsinsrte Sanderaa-Hosen—

herg Yermutung richitig wicd. {Beachte, dall aud der

Buchs rach neusn oegonbheispielen LA BEoolsche

Funktionen mit BEri{—-13=0 von Intesrssse sind.?
Eir alls +folgenden d-stelligen Boolschen Funktionen
2all (wieg bei Illissk goslten:s (PYD D=l 2yenaqtd? >

Wy ()= L____J Cs (%

& Wy (F

S

mm existiersn .- 6 W (P}, rée ALy, so daliz
I b Cainmi= | . J Ca s
w € By (F? %’"‘6_/\_1

wobei aus r: €Ay, r=€ AL, ridr= folot Dolx

al s
Wy (F1= O ICa il = > paixed

e re A s

¥

Zur Berechnung von pmix? wird in den folgenden Verall-
gemeinerungen Behauptung S. verwendet.

1. Versllgemeinerung:

B osei oeine d-stellige Boolsche Funkition (g=n{n+i}), Fir
die gilts

Fixi=1 genau dann wenn sins der folgenden Bedingungen
erdillt ists ivergleiche Definition auf Beits 12}

[ L

1.1 w enthilt genau 1 Eins

2. % enthilt genau F Einssen im Abstand n oder 1
F.3 w enthélt genau I Einsen im fbstand n oder ntl
:

R x enthélt gernau n+l Einsen im Abstand n

Z0




Die Yersllgesmsinerung
und 4 durch n+l ersetz

hesteht darin, dal man 7 durch n
g
-

Diepse und die folgsnden Boolschen Funktionen werden im
folgenden durch Tabellen dargestellt:

W flhvat . 1 ghet. 2
(8]

i o

2 Y 1
rn—i e r+1

n 3] rid 1
n+3 e

wobet jede fpile {(aular

wi=

in PG L D (Mo} wy £F}

et &

3 o =3

o ] Zid

¢ n+i d+nd i

[ T

r ersten oang  der zuelitend

der Tabelle folgenden zwei Vektaortypen anteprichis

%

EP Vektoren ¥. @it gena
und kipinster Feriod

ik
1=

xR Vektoren xe= mil genaw

untd Kileinster FPeriod

=

w Finsen im fAbstand 1
Pros {304 )
w Finsen im Abstand 2
P izg?

Nim 7eile mit w=0 entspricht dem Mullvektor.
Nie Zeile mit wel entspricht Vekitoren mit Bewichit 1

In der letzten Spalte stehit w, (P}, das zur Berachnung

vert Pri—-1) hendtigh wird.



Diz even-god-hballance der meintll

Funktion

£

L e e B O N

O 1 b 0 h) e O

ot B ) QO TP I O B S

0~ I 60 b ed B e D

fbst .1 dbst.2

b3

DT I

b 3

o e b

b

RFRE I LR R

]

o & e e O

-

R IR N RN R e B

it

e 1.

o~ 0 - I~ L CR

Bt R B B

oy o oo

stelligen

Hoolschen

Verallgemeinerung soll detszt  far
einige Werte von n ausfihriich berechnet werden.

P {5ty ?

i2
12

12

.

oD

e

o Y Pl R ORD

3
S0
0
24

30

o~
=

57
e

=
=

&2
{42

o6
S
Sb
54
s
5S4
Sé

A
I

G M}

b3

B

—
A

28

20
30
30

42
42

3
£

42

&
i
26

put { o

b

wy (5}

Cod bt ] g s
0 s 1l

fons

2

40

d=3. 4
Bri-1)=

-
2E-28=0

d=& .7
Btimp)=

21821472

d=7+8
Fi(—i)=
344-344=0




F oeei eine nintl) stelilige Boolsche Funktion, die
genausa wie in der 1. Verallgsmeinsrung definiert ist.
Dann gilt:

Pr{~1)=0 genau dann wenn gilt: n ist ungerade

(Im folgenden verwendet man die Abkidrzungen:
s > wy Py us= §E W3 P}

J gerade 3 ungerade
o¢isd O%iga 3
Boweis.

1.} Sei n ungerade
g=l+n+2dir—13 72
pegddindle (ir~5 A2+11 20
also g-u=0
2.1 Sei n ungerads
gelsden i+t {{r—43 /2+13 2m
g=gtr+{ {(er—4) F2+1 2m
also g-u=d o d.

Versucrhe nun den Slgorithmus von Illiss  in analogsr
Weice auf ninti) stellige {(wie in der 1. Verallgeassi-
nerung definierte) Boolsche Funktionen (n ungeradel zu
dbhertragen.

Man sieht sSofort dal man mit dem uhertragenen
Algorithmnus nicht weiterkommt.

Z. Verallgemeinerung
Im Begenbeigpiel von I[llies tauchen 2 bhzw. 3 bzw. 4
Finsen auf mit Abstand 12/74=3 bhrw. 1Z753=4.

Mun zollen wieder 2 bzw. 2 bzw. 4 Einsen auttauvchen
ietzt aber mit Abstand d/4 bzw. d73 (d=k-12, kK E€N}.

F szt eine k12 stellige (k € MY Boolsche Funkiion, far
cile gilts

Fixi=1 genau dann wenn gine der folgenden Bedingungen
erfidllt ist:

1.y u=0

2.} # enthali genau
¥ enthilt geEnac
¥ enthilt genau
# enth&lt genau

Eins

Fincen im Abstand 44 oder 473
Eimnmen im Sbstand d74 oder a3
Einsen im Sbhstend 474

PR RS B

)

-

T




¥4 Ghst.l Abst.2 paixid Doidsl  we (F3
a i

i a n al

= /4 /3 o s ] 2d

3 u L P o = L% 4753 o
4 ds4 a2 @i

g=1+2d+d/4=9/4 o+1
u=d+4/3 d=7/3 d
alsn Pri-13140 f£ir dfiz

In den fologenden Verallgemelinerungsn wird noee noch die
kilrzere tabellarische Schreibuesiss fir die Dargstellung
van  FTRY 1Y und we (P benutri.

Z. Verallgemsingrung
F sei ping d-zstellige Hoolsche Funktion (dyda, 3 € N,
41 gy mit folgender tabellarischer Darstellung:

w Abhst.l AbsSt.2 Daixid  poixed wy (F)
O i

i d (] d

2 =1 g [ bt Zd

= & d/4 o & 2d

4 (o 3 g4 as4

g=i+ZFd+d/4=1+5/4 o
=g+ 230
Fr -1y 40

He we (P surden folgendermalen berechnets

In der folgenden Tabelle wird dem Dewicht sines Vektors
¥y tmit PFixa.i=1 wund =x: enthdlt Einsen im Gbhstand al

seing fbstandsfolge und mit  Bsheuptung 5. s2ing

kKiginste FPoriode zugeordnel.

Gewicht Abhstandsfolas Falxal
i (rd} ¢t
2 (o ud—al i
3 {a,ad-2a L]
4 {asaead—3al o



T

Big Faoixy ) wuarden folgendermalien berechnets

Fs gilt: d—-afta, d-Fads und d-3Tada.

Desrrs

ware deaTa, dann widre d=Zeyds Miderspruch!

wire d-Ta=a, dann wdre d=3ard4s Hidesrsnruoucoch!
ware d-3a=ag, dann wadre de=dardzs HWidersprucht

wr i

it Behauptung 5. folglt sofori Paix:i=d

Bis Herschnung g8 Faideld mit Pikzai=i ungd = hkat
im fbrstand d/74 geht genausoc mit Behauptung S

4. Verallgsmelnerung
ifast analog zur 3. Verallgsmeinsrung!

F oeei mine d-steilige Boolsche Funkition idyda,
4§y mit fologender tabellarischer Darstellung:
W Abst.l Abst. 2 peidel pmix=d  ws (F)

3 i
i Ta] ] ¢l
2 & d/4 ta] o 2o
= 2 g4 o o Zd
4 & o tai

g=i+Zd+d=3d+1
u=gd+2d=3d

alsc Pri-1140

Se Yerallgemsinerung
Sei P ogines d-stellige Soolsche Funkbtion dyda,
Hi &z EMY mit folgender tabeld i

lerischer Darstel

[ Bhst. i Abst.l Danifsg) P (el wy {F1

¥ i

i ot Ia i

= & B ot o 2d

= 2y e Ix In; 2o

4 = L= o o 2o
g=1+Zod+2od=ga+l
LTl St Lo o

also Pr{-1:40

ER =
P

L



Obeotr] durch das Gegenbeispisl von Illies die verall-—-
gemsinerte fAanderaa-Rosenberg Vermotung widerisgt wue—
g, ist &5 weiltsr sin interessantes fiel, die gréfite
Telilmenge M der natiriichen Zahlen zu besti;men, i
dig die +oloende Bshauptung gilt:

Szi F oeine btransitive, d-stellige Boolsche Funktion
mit POOYHP(D), dé M.
Barn izt P grschipgfsnd.

Eing Methodes um dissem Zisl ndher zu komman, ist die
Yerwerndung des Hilfsmitisels "even—odd-balance”.
{Renutzt man die “"sven—-pdd-balances® nichih, mull man die
Alooerithamen selbst wuntersvchen, wmas im 2:losseinsn
sehr kompliziert ist.d

Durchh dieg fArngabe von natirlichen Zzshlen £ € N und
transitiven, gd—=telligen Boolsechen Fonkbionss mit
PO $Pi1y  und P*(-i1)=0 kann man dis Grenze dissse
Mothode orbonnen.

Im Folgenden werden Boolsche Funkitionen angegebsn mit
der folgendsn BEigenschaft:

Foist sineg btransitive, d-stellige Boolsche Funlb
mit PlOr4F (1} und P* (—1) =0,

1o

it

%

s sxistigren transitive, d— stellige Hoolasche
Funktionen mit B{(OydFP{Lr, d=k.13, (& M, k ungerads?
urrgd Pri-13i=0,

Bguwels,
Frriid=Cy [1,4,7, .. k- 12-2]0C0 [1,5,9,.. 6 12-T]0 g}
H - [ J
v T
Gk-Einsen FE-Einsesn

g=1+ | Ca [1.4,7,...,-12-211 =2
v Oy [1,5, %0 ew kei2=311 =4 !
also FrP{—-11=0 Ge@o e

i
i



e enzztigran transibive, d-=telligs Bonische
Funktionen mit P{OIEF{1), d=k.35, ik e, k ungesradsl
ey PR i~1)=0.
Beweis.
F=3(4)=Ca [ 16,10 ,00a.,k 35-4]
L J
- "
Th-Einsen
Ca (1,0, F,6,7,8,11, 12,13, ... ke 352
L J
i
ZeFE-Einsen
Ca [1,3,8.,6,8,9,18 13,14, ... ,k-35-1]}
L, 4
~
ZeFk-Einsen
Ca [ 100:8.9,15, 18,20, 23, 0. ke 555
X J
.
ZeTk—Einsen
Co [1,3,8.10,15,17 ...,k .35-4]
L e
T
2+ Bhk~-Einsen . 2.
g=i+7+7=15
e s s Ll B
aiso Fr{-i}=0
Eshauptung Z7.
E= sxistisren transitive, d-s=tellige Booischs
Funktionsn F{0¥$F (1, d=rir+l), (r23, r unoerade! und
FE {1 Tw0 {ziehe Hehsupltung 24,7
Fimng transitive, d-stellige Boolsche Funkiion mit
FiaidPily, ded ungd [H{FYD Ca, Cam9i{l,F.....c)> 1573
ich mith il

sls singr Tab&;i@ gdarastsilien.

~mtelligen véktgr #omit F%ﬂiii&ﬁﬁw&?i Fixl=1, Gewich
weker und kleinster Feriode paixld.
o

s - X ) ¥ e -
grr Yektor = gili: win' y=k, (= Pilxrr, r=dipmin}
je zwei bDelighige d-bit Vekitoren x,y, denen zwel
srhiesdene Zeilen entsprechen, gili: CaindNCuivi=F
{

£
3
wnbei Higonnslpyy (3 107 X QEMES Gfomixnt mal v komot
4 k Einsen snthalt.

[

Kigawws¥ppcery Hagone s¥p, coorgomesiiganss¥p, o)



PveE, d-steilige Boolschs Funktionen P 0 mit
Y, dé&n und FY{-1}=0:

e W B 8 ¥ o e D €
A B €] i IH132 G i
S 8 3 72
& 4 4 o4
8 = 24 3
2 27=04 8
L o i
= 12 2012 e i
4 = = £
ig i 4 &0
2.1T=50 &
L G i g =
3 28
g3 18 2212 G i
Z4 3 = 88
36 2 = fabs
2 35=ab g8
g.12 1§ 1 858 A
s 2 44 &
4 =24 &b 4
28 4
32 = 2812 18 i
= P4
jr i € i 4 72
= 4 Fé =
4 30 b g
24 5 P 12
30 4
Z&H12 O i
1212 G 1 3 104
3 48 4 Ta
¥ 34 2 12
i& ? by &
72 2 Fi=i 4
1ed =
1412 ¥ i
= =} 235 £ i
% 3 = 14
24 7 b’ i4
=8 & 7 10
7 14
i1&-12 g i 1 7
X &4 210520 7
4 48 2.10=20 7
ié 12 F1O=20 7
&4 3 i3 O=40 7
S pO=00 r
id 5




3.35 o 1
=L Vi
e E
b’ 4
R i
B 3
= G i
42 =
R £
i &
T . .- ] G -
PRy i e85 DOsITivEn

Fir &ttt tirliehen
mf-ctellige Doolsche
i« 12 wnd PYi-13=0,
Diw Konstruktion dies
disg Lisung sines zahl
D.h. wann man folge
gelist hat, ist dis ¥
VYermutung Z: (zahlent
o omei d=k.1d. &€& M.
Fa gristiert sing Men
Mr={ig,h,r,=1 € N | =%
=PI O N TR
Sy=me Foiol givge

vian for Tupsin, fudr o

i > .
.k, .z € M,
e p gmrace
Dlee , wa™ Gz a0 aller
Vel oren
Tl lwg
Graloges Yemubungsn
autstellien,

£33 ot =
.35 3
403
=5
PRSI O
EE RN R
2S00
F el 00
2030105
ZEE=105
175
Ergebnisse wird mobivierts
Zallien k sxistigren  teansi
Funktionen F omit FLOyER(Ly,
&y Bomlarhen Funkiionsn 1 aodd

srtheoretischen Frobloms

nde zahlentheor isohe

sroutung 1orich

haoretische Vermutung)
ge
1. 1dkss, r-o=d, 04De, e,
:ﬂia_sn'zgi’“Zng?e i g i—iim‘rim? P g
i@ gilis
= = :>> g
(e ul € M,
ke ungsr s
disiunkten Hahnen  von
¥ unter Da=Idil,2,...,dF mit
nd win' s=k
lagsen wsich fir  d=k o« 35,
.
e

Finat
Vermutung

T

VY

) b

et

5,

b i‘—:-" S " =

g
E.

&
=

wr

&
3

Li

w

—

M

iy
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e

Wenn  Mermobtonog 1 ound die analoge Vermutung flr ke 35
ichtig ist, hat man "viele® transitive d-stelliige

Bonlsche Funkitionesn B osmit PPy, d & M E undg

Fri-1r=0 getunden.

id &€ NN E Fologt aus [Py D Ca=<9(1,2,...,d}> und

Satz 3}

ies =ur folgenden
Crage:
Existieren fir alle d€ R N E transitive, d-stellige

Boolsche Fumkbtionen P omit P{GIFF{1 und PT{-1j=0 7

44
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