1 Zusammenfassung

1) Induktive Definitionen (z.B. fiir Terme und Formeln in der Pradikatenlogik) spielen in der
Informatik eine zentrale Rolle:

Zitate von Prof. Kindler (Semantik, Skript zur Vorlesung Semantik von Programmiersprachen
im WS 2003/04 an der Universit“at Paderborn. Uberarbeitet im WS 2004/05 Ekkart Kindler
Version: 0.2.8 vom 28. Januar 2005. Kapitel 4 induktive Definitionen und Beweise):

"Wenn man genau hinsieht, gibt es in der Informatik fast nichts, was nicht induktiv definiert
wire" ..."Deshalb spielen induktive Definitionen und Beweise in der Informatik eine ganz
zentrale Rolle — ob man sie nun explizit macht oder nicht"...

"Ein weiterer Grund ist, ein BewuBtsein dafiir zu schaffen, daf3 in der Informatik fast uberall
nur mit Wasser gekocht wird, wobei das Wasser die Konzepte des induktiven Definierens
und Beweisens sind."

2) Neben den induktiven Definitionen spielen Rekursionen in der Informatik auch eine Rolle.
Wihrend induktiv definierte Mengen "von unten her", von der leeren Menge aus, aufgebaut
werden, wird eine Rekursion durch "Zuriicklaufen", also von "oben her" durchgefiihrt.

3) In diesem Skript wird versucht, einen Zusammenhang zwischen einer induktiv definierten
Menge und einer rekursiven Funktion herzustellen:

Wie kann man eine rekursive Funktion angeben, die "entscheidet", ob ein vorgegebenes
Element zu einer induktiv definierten Menge gehort oder nicht?

Diese rekursive Funktion kann dann (nach der induktiven Definition) rekursiv implementiert
werden (die Formel gibt "anschaulich gesprochen" den Algorithmus vor).

Da die rekursive Funktion ein Problem 16sen soll, muf} sie berechenbar sein. Deshalb werden
dazu bestimmte Voraussetzungen gemacht.

Man muss sich also keine problemspezifischen Backtrack-Strategien iiberlegen:

spezifisch sind hier nur die Regeln fiir induktive definierte Mengen.

Das was man also informal unter Backtrack-Strategie versteht, wird hier u.a. versucht zu
prizisieren (formalisieren).

4) Beispiele
Die in den folgenden Beispielen angegebenen Formeln, also e(...)=und N(...)=
sind Spezialfille einer allgemeineren Formel, die in dem Artikel entwickelt wird.

Beispiel 1:

Man kann mit Hilfe von Regeln Zahlenterme aufbauen (Regeln dazu kommen gleich).
Unter Zahlenterme verstehen wir hier z.B. die Zeichenfolgen "((3+4)+5)" "bzw. " (2+9)",
wohingegen z.B. die Zeichenfolge "(++++((((" kein Zahlenterm ist.

Formalisieren kann man dies mit Hilfe von Regeln, die hier in einer Regelnkurznotation
angegeben werden:

X={0;152;3;4;5;6;7:8;9;(;);+ }*
IN = Menge der natiirlichen Zahlen
R = {({x1; X2}, (x1 +x2)) | x1€X A x2€X} U {(D;n) [n€|N }



R kann man informal kiirzer durch folgende Regelnkurznotation (re X , se X, ne|N)
darstellen:

Mit I(R) bezeichnet man dann die durch R induktiv definierte Menge, hier also die Menge der
Zahlenterme.

Es soll dann "berechnet" werden, ob eine Zeichenfolge ein Zahlenterme ist.

Damit kann man "berechnen", ob z.B. "(2+9)" oder "(++++((((" ein bzw. kein Zahlenterm ist.

Dazu wurde die folgende rekursive Formel (e wie evaluate) entwickelt:

Fiir alle xe X gilt (- entspricht dem logischen UND , + entspricht dem logischen ODER):
(D,x) eR => ex)=1

RUx=F = e(x)=0

sonst => e(x)= Ze(xl) oe(x,)

(3] ooy JeR I ()]

Damit kann man "berechnen", ob z.B. "(2+9)" ein Zahlenterm ist.

Man bildet dazu e( (2+9) ).

Um die Formel zu verwenden miissen vorher die Elemente der Umkehrrelation R™'[{ (2+9) }]
ermittelt werden, also alle Mengen {r;s} mit ({r;s};(2+9) )eR. Das ist nur die Menge {2;9}
Mit Hilfe obiger rekursiven Formelfolgt dann:

e( (219) ) =e(2) * e(9)

Um weiter zu rechnen, miissen jetzt noch e(2) und e(9) "berechnet" werden.

Dazu miissen die Elemente der Umkehrrelation R™'[ {2}] und R {9}] ermittelt werden:
also R'[{2}] == {&} und R'[{9}] == {T}

Mit Hilfe obiger rekursiven Formel folgt dann:

e(2)=1 und e(9) =1 also insgesamt:

e( 219) ) =e2)*e(9)=1*1=1,

also ist (2+9) ein Zahlenterm.

Wire e( (2+9) ) =0, dann wire "(2+9)" kein Zahlenterm.

Beispiel 2:
Man kann mit Hilfe von Regeln Zahlenterme mit ihren Werten aufbauen (Regeln dazu
kommen gleich).
Das 1. Element im Tupel ist der Zahlenterm und das 2. Element (= der Nachbar des
Zahlenterms) ist der Wert des Zahlenterms.
Da die mathematische Addition nicht mehr mit + bezeichnet werden kann (da dieses Zeichnen
schon bei den Zahlentermen verwendet wird, nimmt man hier dafiir die Bezeichnung add.
Die in dem vorigen Beispiel definierte Menge aller Zahlenterme wird hier mit MAZ
abgekiirzt.
R = {({(T1; w1); (T2; w2)}; ((T1 + T2); add(w1, w2))) |

Tie MAZ ATre MAZ Aw1€IN AwW2e|N} U {(J;(n;n)) | ngN }



R kann man informal kiirzer durch folgende Regelnkurznotation
(reX,seX,ne|N, T,eMAZ, T,eMAZ) darstellen:

%) (Ti, wi1), (T2, wa)

(n; n) ((T1+T2), add(wi,w2))

Es soll dann der Wert eines Zahlenterms (siche letztes Beispiel) "berechnet" werden. Damit
kann man z.B. den Wert des Zahlenterms "(2+9) " "berechnen".
Dazu wurde die folgende rekursive Formel (N wie Nachbar) entwickelt:

Fiir alle aeMAZ gilt:
N(a)=a falls ae|N
N( (ajtaz) ) =add( (N(a;), N(ap)) ) sonst, d.h. a = (a;+ay)

Damit kann man dann z.B. den Wert des. Zahlenterms "(2+9)" "berechnen"
Man bildet dazu N( (2+9) ) und "berechnet":
N( (2+9) ) = add( (N(2),N(9)) =add(2,9) =11

5) Der Zusammenhang zwischen induktiver Definition und Rekursion wird durch 4 Sétze
(Rekindsatz 1- Rekindsatz 4) beschrieben.
Diese Sétze werden auf konkrete Beispiele angewendet:
- Syntaxchecker (Terme, Formeln, Anweisungen),
- Wert von (eindeutigen bzw. mehrdeutigen) Termen "berechnen",
- reguldre Ausdrucke priifen (bzw. Semantik davon bestimmen),
- optimale Spielstrategien "berechnen" von z,B:
Nimm-Spiel, Wiirfelkippen, Acht-Damen-Problem, magisches Quadrat, Sudokuldser
- Erfiillbarkeitsprobelm der Aussagenlogik, operationale Semantik, usw.



2 Kurzeinfithrung: induktiv definierte Mengen

2.1 Grundlagen
2.1.1 Regelmenge

X sei die Grundmenge
Eine Menge R < P(X) x X heifit eine Regelmenge iiber X, wobei fiir alle (Y,x) € R gilt, dass
Y eine endliche Menge ist. Mit P(X) wird die Potenzmenge von X bezeichnet.

2.1.1.1 Bemerkungen:

1) Statt (Y,x) € R schreibt man auch: Y --> x oder
Y

X

2) Eine Regel (J,x) € R heilit auch Axiom und zu x sagt man dann auch Atom.

2.1.2 Folgerungsmenge (Ableitungsschritt)

Fiir eine Menge M < X wird die direkte Folgerungsmenge (Konsequenz) wie folgt definiert:
KM)={x eX|3dYM (Y., x) € R}

2.1.3 Korollar K1 (Monotonie)
A cB=—>K(A) c K(B)

Beweis:

Sei x € K(A)

dann existiert eine Teilmenge Y mit Yc A und (Y ,x) € R}.
Da laut Voraussetzung A — B, gilt: Yc B.

Damit x € K(B)

2.1.4 Definition induktiv definierte Menge

Do = @
Di+1 = K(Dy)

Dann heillit ([R) =Dy uD; UD;, UD;3 U ...
die durch R induktiv definierte Menge.

2.1.5 Korollar K2 (monotoner Aufbau)
D; < Dj+

Beweis:

Es gilt trivialerweise:

b= Do c D1

aus Dy — D, folgt dann nach obigem Korollar K1:
K(Dy) = K(Dy), also:D; < D, , usw.



2.1.6 Satz

R ist eine entscheidbare Regelmenge liber X ==>I(R) ist semi-entscheidbar.

Beweis: fehlt noch

2.1.7 Korollar K3

Voraussetzungen:

X sei die Grundmenge

R ist eine Regelmenge iiber X.
meXAa..AmgeX

Behauptung:
Vi<km; e [(R) = 3r {m,, ..., my} < D;

Beweis.

dty, ...,3tx meDyg A ... AmeDy,

Bilde r=max(ty, ..., t)

Dann gilt:

mieDgc DA ... AmeDyc D, ==>m;eD; A ... Amge D, ==>
{ml, ...,mk} (e Dr

2.1.8 Korollar K4 (Induktionspfad)

Voraussetzungen:
X sei die Grundmenge
R ist eine Regelmenge tiber X.

Behauptung:

xel(R) <==>3 Tc I(R) mit (T,x) € R

oder anders formuliert:

Die Relation ( P(X), R, I(R) ) ist rechtstotal

Beweis:

1)=—=

xel(R) ==>Jk>0 xeDy ==>IMcDy; (M,x)eR =>3IM c Dy ; c I(R) (M,x)eR
==>IM c I(R) M,x)eR

2) <==

3 Tc I(R) mit (T,x) € R=>

Setze T := {ti, ..., t} , dann gilt Korollar mit K3:

dr {ty, ..., tx} € Dy =>x€Dy; =>x€Dy; cI(R) =>xel(R)



2.1.9 Satz (Induktion iiber die induktiv definierte Menge)

Mit B(d) werden Behauptungen iiber eine Variable d bezeichnet.
R sei eine Regelmenge tliber X.

Behauptung:
aus V(Y,x)eR ( VyeY B(y) =>B(x) ) folgt Vzel(R)B(z)

Beweis: fehlt noch

2.1.10 Definition ldngen-lexikographische Ordnung

Eine lingen-lexikographische Ordnung auf der Menge A* aller Worte auf einer nichtleeren,
endlichen Menge A (wird Alphabet genannt) wird wie folgt hergestellt:

Zuerst wird eine Ordnung < auf A definiert.

Danach ordnet man die Worter von A* zundchst ihrer Lange nach und dann bei gleicher
Liange lexikographisch (wie im Lexikon) unter Zugrundelegung der Ordnung von A.

2.1.11 monotektonisch induktiv definierte Menge

R ist eine Regelmenge iiber X.

I(R) ist monotektonisch : <==>

vxel(R) 3 genau ein Mc I(R) (M,x)eR

(<==> ((P(X), R, X) ist linkseindeutig und rechtstotal)

2.1.12 Definition

X = {xp, X1, X2, X3, X4, ...} 15t eine effektiv geordnete Menge (ist "effektiv ordenbar") : <==>
Es existiert eine effektiv angebbare Ordnung < auf X mit:
X = {xo, X1, X2, X3, X4, ...} und xo< X;< xp< x3< X4 <... und alle x; sind paarweise verschieden.

2.1.13 Definition

Eine Sprache X — A* heil3t rekursiv aufzdhlbar (effektiv aufzihlbar) : <==>

A =leere Menge oder es gibt eine berechenbare Funktion f mit

f:N->A* mitf(N)=X

d.h:

X = {f(0), H1), f(2), ... }

Spechweise:

f zahlt A auf, wobei ein 1 # j existieren kann mit (i) = (j), d.h. f muB} nicht injektiv sein.

Bemerkung:
Man kann oBdA verlangen, daB f injektiv ist.



2.1.14 Behauptung

M ist rekursiv aufzidhlbar <==> M hat eine effektive Ordnung ist "effektiv ordenbar"
Beweis:
)=
Der Algorithmus erzeugt die Menge
M= {m;, mp, m3, ...} mitm; <mp <mz< ...
Allerdings konnen dort gleiche Elemente mehrfach auftauchen.
Deswegen wird dieser Algorithmus A noch mit dem nachfolgende Algorithmus verbunden,
der dann die Liste E erzeugt:
M= {1’1’11}
E= {m1}
k=2
while (k>1) do{

zdhle my mit dem Algorithmus A auf

if(my ist nicht in der Liste {my, ..., my_;} )

E=E+my¢ // mg wird an die Liste E angefligt

}

erhohe k um 1

}

Bemerkung:

Die Ordnung kann man dann wie folgt erzeugen:

Xi <Xj <==>1<]

Man kann x; <x; entscheiden.

Man ldsst einfach die Aufzdhlung laufen und stellst fest, welches Element zuerst auftaucht.
Das ist das kleinere.

2) <==

Es gibt einen Algorithmus mit dem M ordnen kann, so daf3 gilt:
M= {m;, my, m3, ...} mitm; <mp <mz< ...

und alle m; sind jeweils paarweise verschieden.

Dieser Algorithmus zdhlt also die Elemente von M auf.

2.1.15 Definition

R ist eine kontrahierende Regelmenge iiber der effektiv geordneten Menge X = {x¢, Xj, ...}
<==>

(M,x)eR ==> Va; € M a; <x



2.1.16 Korollar K5 (Kontraktionskorollar)

R ist eine kontrahierende Regelmenge iiber der effektiv geordneten Menge X = {x¢, Xj, ...}
und (P(X), R, X) ist rechtstotal (also VxeX 3 ({ay, ..., a;},x)€R)
—>](R) = X

Beweis: (mit Induktion)

B(n) :<==>x, € X=>x, € I(R)

1) Zeige B(0)

xo €X . Da R rechtstotal, existiert ein M mit (M,xg)eR

Falll: M = {Xkl, . Xkr}

Da R eine kontrahierende Regelmenge ist, folgt: x; <xo A ... A Xir < Xp
also: ki<0 A ... A k<O Widerspruch.

Fall2: M =

also (M,x¢)€R, also (J,x¢)€R, also x¢ € I(R)

2) Es gelte B(0), B(1), ..., B(n-1). Zeige B(n)

X, €X . Da R rechtstotal, existiert ein M mit (M,x,)€R
Falll: M = {xy1, ..., Xkr}

Da R eine kontrahierende Regelmenge ist, folgt: Xk <xXp A ... A Xir < Xp
also: ki<n A ... A k<n

also gilt nach Ind.Vor. B(k;) A ... A B(k;)

also

Xkl € X=Xy € [([R)A ... A Xy € X==> X € [(R)
also: xx; € I(R) A ... A Xk € I(R)

also: x, € I(R)

Fall2: M =9

also (M,x,)€R, also (J,x,)€R, also x, € I(R)

2.2 Beispiel
2.2.1 Anschaulich

Induktive Definition:
Die neue Zahlenmenge erhdlt man aus der alten Zahlenmenge, indem man jeweils 2
verschiedene Zahlen addiert und diese der alten Zahlenmenge hinzufiigt.

Konkret:

Gegeben sind zwei Zahlen, z.B.
ag — 3, ar = 5

D() =

D, :={ap; a1} ={3;5}

Addiere jeweils zwei verschiedene Zahlen aus D; (3+5). Die Ergebnisse werden zu D,
dazugefiigt und in D, abgelegt:
D,=1{3;5;38}

Addiere jeweils zwei verschiedene Zahlen aus D, (3+5, 3+8, 5+8). Die Ergebnisse werden zu
D, dazugefiigt und in D3 abgelegt:
D;={3;5;8;11, 13}



Addiere jeweils zwei verschiedene Zahlen aus D3 (3+5, 3+8, 3+11, 3+13, 5+8, 5+11, 5+13,
8+11, 8+13, 11+13). Die Ergebnisse werden zu D3 dazugefiigt und in D, abgelegt:
Dsy={3;5;8;11; 13;14; 16;18;19;21;24}

Man definiert;
D=D0OuDluD2uD3...

2.2.2 Formale Darstellung

X={1;2;3;4;5...}
R={B,x) eMX)x X | Ir,seX B={r;s} AX=1r+SsAT#s}U
{©@:3)) VwiD;35))

Regelnkurznotation: (re X , se X)

) ) {r;s}

— _— wobel r #S
3 5 r+s

Definiere:

D() =

Dy =K(Do) = {3; 5}
D, =K([Dy)={3;5;8}
D;=K(D;)={3;5;8;11;13}

D=Dyg uD; UD, UD; U ...



3 Induktion und Rekursion

3.1 Grundlagen

3.1.1 Definitionen

3.1.1.1 Definitionen mit Relationen und Funktionen

1)

Wenn f: X — Y eine Abbildung ist, dann induziert dies eine Abbildung

fi : P(X) — P(Y) auf den Potenzmengen von A und B mit

fi(A) = {f(x) | xeA}

Ublicherweise schreibt man zwar f(A) statt f(A), aber dies ist strenggenommen falsch.
Manchmal findet man auch die Bezeichnung f[A] statt f«(A).

2)

SeiRcAxB

Dann heift das Tripel (A, R, B) eine zweistellige Relation.
Manchmal sagt man nur - weniger prazise - R ist eine Relation.

3) Mit R = {(y,x) | (x,y) €R } wird die Umkehrrelation von R bezeichnet.

4)Tc A==>R[T]:={yeB|3IxeT (x,y) € R}

Speziell:

xeA ==>R[{x}] = {yeB|(x,y) € R}

also:

TcB==>R'[T] = {xeA |3yeT (y,x) € R} = {xeA | IyeT (x,y) € R}

5)

pri((xy)) : =x

(pro)«(R) : = { pri((x,y)) | (x,y) e R} = {xeA[IyeB(x;y) € R}
heif3t die Projektion in die 1. Koordinate der Relation R

Statt (pr;)«(R) kann man auch schreiben: pri[R]

Analoges gilt fiir (pr2)«(R)

6)A* = Ax..xA

7) R rechtseindeutig und linkstotal (d.h. P1(R) = A) ist und R[x] = {y}, dann definiert man:
Rx):=y

8) Folgen

Ein Alphabet V ist eine nichtleere, endliche Menge von Zeichen (auch Symbole oder
Buchstaben genannt).

Eine endliche Folge (xi, .., Xx) heit mit x; € V heifit Wort {iber V derLéange k.

Wenn es keine Mehrdeutigkeiten gibt, wird eine Folge (x;, .., Xx) durch x;, .., X abgekiirtzt.

Es gibt genau ein Wort der Linge 0, das sogenannte Leerwort, das man mit & bezeichnet
e:=():={J}

(a,b) : = {a, {a,b}}

(a,b,c) : = (a, (b,c))
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3.1.1.2 Definition Vereinigung

1) Q sei eine Menge von Mengen

UM :={x|3MeQxeM}, falls Q = @

MeQ

UM =, fallsQ=J

MeQ

3.1.2 Lemmata
3.1.2.1 Lemma L1 (Monotonie)

Vorausssetzungen:
RcAxB

Behauptung:
Tl c T2==>R[T1] < R[T2]

Beweis:

Es sei beR[T1]

Dann existiert ein te T1c T2 mit (t,b)eR.
Also existiert ein te T2 mit (t,b)eR.
Also: beR[T2]

3.1.2.2 Lemma L.2

Voraussetzungen:
RcAxB undund TcA undT=T,uUT,

Behauptung:
R[T]=R[Ti] W R[T;]

Beweis:

Zeige:

{yeB|3xeT (x,y) € R} = {yeB | IxeT; (x,y) € R} U {yeB | IxeT, (x,y) € R}
1)=

yelLS ==>3xeT (x,y) € R==>3x€eT; (x,y) € R v IxeT;, (x,y) €e R=>yeRS

2)==>
yeRS =>3IxeT; (x,y) € R v IxeT;, (x,y) € R=>3IxeT (x,y) € R==>yelLS



3.1.2.3 Definition fiir RekIndsatz 1

X sei die Grundmenge, P(X) die Potenzmenge von X
R c P(X) x X sei eine zu X gehorende Regelmenge.
Seix € X

e(x) =1, wenn x € I(R)
e(x) =0, wenn x ¢ I(R)

Bemerkung:
e wie evaluate

3.1.3 RekIndsatz 1

Voraussetzungen:

1) X sei die Grundmenge

R c P(X) x X sei eine entscheidbare Regelmenge tiber X mit I(R) # &
x e X

R'[{x}]={T|(x,T)eR" }={T | (T,x) eR}

2) (wird fiir die Berechenbarkeit der Abbildung e gebraucht)
X = {xo, X1, X2, X3, X4, ...} Mit Xg <X} <Xy <X3 <X4 <... istaufzdhlbar und

({x1, ..., X¢},X)eR => X1<X A...A X<X
Behauptung:
D

e ist berechenbar und

1)

(D,x)e R  => ex)=

RI{x}]=0 = e(x)=0

sonst ==> e(x)= Z e(x;)-...-e(x,)

{x] o R {2}

Bemerkungen:
1) Das Zeichen - ist das logische UND, + (bei der Summe) ist das logische ODER

12



Beweis:

I)

1) Da X aufzihlbar ist, existiert ein Verfahren mit dem man die Liste
X0 <X <Xz < X3 <X4 <... erzeugen kann.

Beweis wird iiber vollstindige Induktion gemacht.

Definiere : B(n) :<==> e(x,) ist "berechenbar"

2) Unterbehauptung 1:

R[] : Psni(A) -->P(A) ist berechenbar und | R'[{x}] | < 00
wobei Pgn1(A) die einelementigen Teilmengen von A bedeutet.
mit

R'[{x}]= {TcX|(Tx) eR}

Unterbeweis|:

Da X aufzihlbar ist, existiert ein Verfahren mit dem man die Liste

X0 <X <Xz < X3 <X4 <... erzeugen kann.

Da xeX, gibt es ein n mit X = X,

Verwende folgendes Verfahren, um R™'[{x}] zu bestimmen:

Lege samtliche Teilmengen Y von {Xg, ..., Xs.1} in einer Liste ab. Dies ist moglich, da es nur
endlich viele Teilmengen von {Xg , ..., Xn.1} gibt.

Gehe die Liste durch und bestimme fiir jedes Element der Liste, ob (Y,a)e R.

Ist dies der Fall wird das Element Y in eine neue Liste L geschrieben, sonst nicht. Die
Elemente dieser Liste bildet die Menge R'[{x}].

Da ((ag , ..., a;),x) € R'[{x}] falls fiir mindestens ein a, mit 0 <k <r gilt a, > x,., geniigt s
die obigen Teilmengen zu betrachten.

3) Zeige: e ist berechenbar

Definiere: B(n) : <==> e(x,) ist "berechenbar"
3.1) Induktionsanfang: n =0

Dann gibt es folgende 2 Fille:

Falll: (9, x¢) € R

also e(x¢) = 1, also e(x¢) "berechenbar".

Fall2: R'[{x0}] =@

also e(x¢) = 0, also e(x() "berechenbar".

3.2) Induktionsvoraussetzung: Es gelte B(0) und .... B(n-1). Zeige B(n), also:e(x;)
berechenbar.
Es gelte: e(x¢) "berechenbar" A ... A e(x,.1) "berechenbar".
Es gibt folgende Fille:
Falll: (J,x,) € R
also e(x,) = 1, also e(x,) "berechenbar".
Fall2: R'[{x, }] =&
also e(x,) = 0, also e(x,) "berechenbar".
Fall3: sonst
also  e(xy) = Ze(xl) ce(x,)
(3] ooy JeR I ()]
Da R'[{x, }] "berechenbar" und endlich, kann man alle Elemente davon in eine Liste
schreiben.
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Es sei {ay, ..., a;} € R'l[{xn }+]. Dann kann man das Produkt e(ay) - ... - e(a;) mit Hilfe einer

Schleife berechnen. Die Summe Ze(xl) ~...-e(x,) 1aBt sich dann ebenfalls mit Hilfe
31 ¥ R[]

einer Schleife erzeugen.

II)
1) (,x) e R
=>xeD =>xelR)=¢ex)=1

)R[{x}] =9

Annahme: e(x) = 1

=>x € l(R) =>3k>0x € Dy =>3 Yc Dy; c I(R) mit (Y,x) e R=>
Y e R'[{x}] Widerspruch

3) sonst, d.h: R'[{x}]# @ und (&, x)& R

a) Falll: e(x) =1

=>xe€l(R) =>3k>0xe Dy =>3Y ={xy, ..., Xn} € Di.; cI(R) mit (Y,x) € R
und Y ist endlich wegen der Voraussetzung der Definition der Regelmenge

==> {X], ... , Xp} CI(R) == x1€l(R) A ... Axpel(R)=¢e(x)) =1 A ...Are(xy) =1
=>e(X]) " ... e(xp) =1

b) Fall2: e(x) =0
==>x ¢ I(R)
Annahme: Rechte Seite = 1, also:
Ze(xl)-...-e(xm) =1 =>3Y={xy, ..., Xa} R (X) (X)) * ... * e(xy) = |
31 xp beR TN
=>eX))=1A..nexy)=1=>x1€l(R) A ... Ax,€I(R)
==>3k;..3k, x1€Dg1 A ... AXn€Dyn
Definiere: k = max(ky, ..., ky)
==>x,€Dy A ... A XD
==> {X1, ey Xn}C Dy
Da {xi, ..., Xa} €R™({x}), folgt ({x, ... , Xa},X)€R
==>X €Dy < I(R)
==>x € I(R)
==>¢(x) = 1 (Widerspruch)

Bemerkungen zum Beweis:
Der Beweis kann auch mit Hilfe des Kleeneschen Fixpunktsatzes gemacht werden.
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3.1.4 RekIndsatz 2

Voraussetzungen:

A und B sind beliebige Mengen.

A* = Menge aller endlichen Folgen von A = U A" und
ieN\{0}

B* = Menge aller endlichen Folgen von B = U B' und
ieN\{0}

S sei eine nichtleere Teilmenge ("Startmengen") von A x B, alsoSc Ax B

1)

F={f,.. fk }jund G={ g, ..., g }seien endliche Mengen und |[F| = |G| mit

@ # 1 < A* x A ist nicht notwendig eine Abbildung, muf} also nicht notwendig
rechtseindeutig sein.

& # g < B* x B ist nicht notwendig eine Abbildung, muf} also nicht notwendig
rechtseindeutig sein.

2)

R(F,G,S) =

(M,(a,b)) | 3a;3by, ..., Jadb, J1 Ir M = {(a;,by), ..., (a,, br)} A ((ay, ..., ar),a)efi A
(b, ..., by),b)e ginfi eF A g eG} U {(IT,(ab))|(ab)e S}

heiflt die durch F, G und S induzierte Regelmenge iiber A x B

Ra:= {(D,(ab))|(a,b)e S} £ (d.h. [(R) # &)

D, = {(aab) | (Qa(aab)) € RA} =S

Regelnkurznotation:
{(alabl); cee s (arabr)}

- mit ((ay, ..., a;),a)ef; und ((by, ..., by),b)e g;
(a,b)

R'r = { (M,a) | Jay, ..., Ja, M={a, ..., a,} und ((ay, ..., a,),a)€ f; }

Kurzform dafiir:

R = {({ai, ..., a;},a) | ((a, ..., ar),a)e f; } ist die duch f; induzierte Regelmenge
R% = {(Dx) [3b (T,(x,b))eR}

Re = (J R» {(@x) [Fb(D,(x,b)eR}

0<i <{|F|

Z(a):={(ap,...,a,1)]| ((a, ..., ar),a)efj }

3) (wird fiir die Berechenbarkeit der Abbildung N - sieche unten - gebraucht)

Es ist sinnlso einer Funktion wie

h({3,5,8})={3+1, 5+1, 8+1}

die Eigenschaft berechenbar bzw. nicht berechenbar zuzuordnen.

Dazu miifite h von der folgenden Form sein (wobei U und V endliche Alphabete sind):
h: (U*)" --> V*

Deshalb muf3 man h einer assoziierte Funktion h zuordnen, die dann auf Wortern operiert, wie
z.B:

h': (U*)" --> V*

h("{3,5,8}")="{4,6,9}" und

u=v={"0,"1,"2,'3,'4,5"""7,'8,'9, "}, '{',", }

Hier wird darauf verzichtet, diese assoziierte Funktion anzugeben.
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a)
al) fi c P(A*xA) ist entscheidbar fiir alle f; € F

a2) Vi<|G| ist gj[] : Pan(B*) --> P(B) berechenbar mit |gi[ {(by, ..., b;)}] | <00 fiir Vb;eB
wobei mit Pg,(B*) die endlichen Teilmengen von B* bezeichnet werden

a3) S[]: Pan1(A*) --> P(B) ist berechenbar mit | S[{a}] | <00 fiir VacA
wobei Py (A*) die Menge der einelementigen Teilmengen von A* bedeutet.

b)
A ist eine effektiv geordnete Menge (d.h. es gibt einen Algorithmus mit dem man M ordnen
kann), also :

A = {ay, aj, a, a3, a4, ...} Mitap<a;<ay<az<as <... und alle a; sind paarweise verschieden.

und alle f; e F sind "kontrahierend", was per Definition bedeuten soll:

((ay, ..., a5),a) € fi => g;<a A...A a<a
Abkiirzungen:
R:= R(F,G,S)

N:=I(R(F,G,S))

Behauptung:

Wenn a€ A, dann gilt:

N[{a}]= U  &[Nlx}]x.xN[{x, 1] v S[{al]
(x0,....xr,0)eZ(a)

und N ist berechenbar

Bemerkung:

1) statt ((xo, ..., X;),1)€ Z(a) unter dem Vereinigungssymbol U schreibt man kiirzer:
(X0, «.er Xp)s2) € fi

also:

Ni{ail=  J  &lN[x}xxN{x, 3] U S[{a}]

(Xg 00X, @) Ef;

2) S[{a}] =Di[{a}] = {beB|(ab))e D }

3) Die Gleichung N[{a}] = U gIN[{x,}]x..xN[{x.}]] U S[{a}]

(x0,...,x7,. i)eZ(a)

gilt auch, wenn die Voraussetzungen, die zur Berechenbarkeit von N nétig sind, nicht gelten.

Allerdings ist dann auch N nicht mehr berechenbar.
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Beweis:

Teil0)

1) Da A aufzihlbar ist, existiert ein Verfahren (Algorithmus) mit dem man die Liste
ap<a; <ap < az<ay <... erzeugen kann.

Beweis wird iiber vollstindige Induktion gemacht:

B(n) :<==> N(a,) berechenbar

2) Unterbehauptung 1:

Z(@):={ (X0, «rr Xr,1) | ((X0, ..., Xp)2)€ fj € F }
ist berechenbar und | Z(a) | < 00

Unterbeweisl:

Da A aufzihlbar ist, existiert ein Verfahren mit dem man die Liste
ap<a; <ap < az<ay<... erzeugen kann.

DaaeA, gibt es ein n mit a = a,

a) Z(a)c {(aj, ...,ar )| ai<an..Aa<anr<naAiZfl|F|} c
{(T,)|Tc{ay,...,an1}} V.. U{(T,[F)|Tc{ay,...,an1}}

b) Wegen a) kann man folgendes Verfahren verwenden, um Z(a) zu bestimmen:

Lege samtliche Teilmengen Y von {ay, ..., a,.1} in einer Liste ab. Dies ist mdglich, da es nur
endlich viele Teilmengen von {ay, ..., a1} gibt.

Gehe die Liste durch und bestimme fiir jedes Element der Liste, ob es ein i gibt mit

(Y,a)e fi. Dies kann man machen, da f; nach Voraussetzung entscheidbar ist.

Ist dies der Fall wird das Element (Y,i1) gebildet und eine neue Liste L geschrieben, sonst
nicht. Die Elemente dieser Liste bildet die Menge Z(a).

3) Unterbehauptung 2:
N[{a}] endliche Menge (kurz: | N[{a,}] | < 00)
Definiere: | N[{a,}] | <00 :<==>B(n)

3.1) Induktionsanfang: n =0

Nifaoj 1= U &N} lxx N[{x, 311 U S[{ao}] =S[{a0}] <00
(x0,...,x7,.,i)eZ(a0)

3.2) Induktionsvoraussetzung: Es gelte B(0) und .... B(n-1). Zeige B(n)

Es gelte: | N[{ao}] | <00 A ... A | N[{an1}]]| <00, also

| N[{ao}] x ... x N[{an.1}][<00

Da V(by, ..., b)eB* |gi[{(bi, ..., by)}]| <00 und | Z(a) | <00 und | S[{a}] | <00

folgt die Behauptung

4) Zeige: N ist berechenbar

Definiere: B(n) : <==> N[{a,}] ist "berechenbar"

4.1) Induktionsanfang: n =0

N[{ao}] = S[{ao}] ist berechenbar, da Vae A S[{a}] berechenbar.

4.2) Induktionsvoraussetzung: Es gelte B(0) und .... B(n-1). Zeige B(n), also: N(a,)
berechenbar.

Es gelte: N[{ap}] berechenbar A ... A N[{a,.;}] berechenbar.

Da Z(a) berechenbar und endlich, kann man alle Elemente von Z(a) in eine Liste schreiben.
Es sei (xo, ..., Xy, 1) €Z(a)

Da nach Induktionsvoraussetzung N[{xo}], ... , N[{X;}] endliche, berechenbare Mengen sind,
kann man das kartesische Produkt N[{xo}] x ... X N[{X;}] in eine Liste schreiben
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Da g;j berechenbar und endlich ist, kann man gj[N[{Xo}] x ... X N[{X;}]] in eine Liste
schreiben.

Die Vereinigung U g IN[{x,}]x..x N[{x,}]] kann man erzeugen, indem man die

(x0,...,.x7,,i)€Z(a0)
Elemente dieser endlich vielen Listen erst hintereinander schreibt und dann doppelte Eintriage
16scht.
Die Vereinigung U glNx}lx.xN[{x, 311w  S[{a}]

(x0,...,xr,.,i)€Z(a0)
kann man erzeugen, indem man die Elemente beider Listen erst hintereinander schreibt und
dann doppelte Eintrdage 16scht.

Teill) "==>"

Es seiy € N[{a}], also:

(a,y) € I(R) ==> Korollar K4 (Induktionspfad):
3T cI(R)A(T,(a,y)) e R =>

Falll: T=O
(Qa(a’Y)) e R => ye Dl[{a}]

Fall2: T# Y

da;3yy, ..., Jady; J1 Ir T = {(a;,y1), ..., (ar, Yo)} A ((ay, ..., ar),a)eff A

(Y1, o0s Vr),Y)E g ATEN{0} A1 LS |G| ==>

da;3yy, ..., Jady: 1 Ar {(a,y1), ..., (ar, yr)} < I(R) A ((ay, ..., ar),a)eff A
yeg[i(yr, ., Y} AreN{0} A1 <|G| =>

da;3yy, ..., Jady; F1 3r (a,y1)e (R) A ... A(an, i) € I(R) A ((a, ..., ar),a)ef; A
vegil{yi, ..., )} ] ATeN{0} A1 |G| ==>

da;3yy, ..., Jady, i dr yieN[{a;}] A ... AyreN[{a;}] A ((ay, ..., a;),a)efi A
yeg[{(y1, s Y} ATEN{O} A1 <G| ==>

Ja;3yy, ..., Ja Ty, 1 3r (y1, ..., yDeN[{aj] x .. x N[{a}] A ((ay, ..., a),a)efi A
yegil{(yi, ..., Y0} AreN{0} A1 <Gl ==>

da;3yy, ..., Jady, 1 Ar {(y1, ..., yot< N[{a;}] x ... x N[{a;}] A ((a}, ..., ap),a)ef; A
yeg[{(yr, -, ¥} AreN{0} A1<|G| ==> (Lemma L1)

3313}71, seey EIara}]r 31 Hr gi[{(yla tee yl')}] - gl[N[{al}] X..X N[{ar}]] N ((31, LR ar)aa)efi A
yegil{(yi, ..., ¥} AreN{0} A1<|G] ==

da;3yy, ..., Jady, Ji Aryeg[N[{a;}] x ... x N[{a;}]] A ((aj, ..., ap),a)ef; A
reN\{0} A1 |G| =>

day, ..., da; J1 dryegi[N[{a;}] x ... x N[{a;}]] A ((ay, ..., a),a)ef; A

reN\{0} A1 <|G| ==>

A(ay, ..., ar,1 ) yegiN[{a;}] x ... x N[{a;}]] A ((a, ..., a),a)efi A

reN\{0} A1 < |G| =>

J(ay, ..., ar,1) ((ai, ..., a)a)ef; A yegiN[{ar}] x ... x N[{a;}]] A

reN\{0} A1 < |G| ==>

A(ay, ..., ar,1) (ag, ..., ar,1 )eZ(a) A yegiN[{a;}]x ... x N[{a;}]]

==>y € Rechte Seite
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Teil2: "<=="
ye U glN[Ha}lx..xN[{a,}]] v Di[{a}]
I) ,

Falll:y € Dy[{a}]
==>(a,y) € Di cI(R) ==>(a)y) € I(R) ==>y € N[{a}]

MFall2ye  |J  @lNHa}lx..xN[{a}]] =

Aay, .., ar 1) (ar, .oy a1 )€Z(a) A yegi[N[{ai}] x ... x N[{a;}]] =

Fi<|G| FIre|N\{0} F(ay, ..., ar ,1) ((ay, ..., ap),a)efi A yegiN[{a;}] x ... x N[{a;}]] =
Ji<|G| Ire|N\{0} 3(ay, ..., ay) ((a1, ..., a),a)efi A3 (yi, .., Vi)

(Y1, - Y€ N[{ar}] x ... x N[{ar}] A (Y1, -5 Y0)Y) €81 ==>

Ji<|G| Ire|N\{0} F(ay, ..., ay) ((a1, ..., a),a)efi A3 (yi, .. Vi)

yie N[{ai}) .. AyreN[{af] A ((y1, - Vi) Y)EE ==>

Ji<|G| dre|N J(ay, ..., &) ((@y, ..., ar),a)efi A (v, -..p Vi)

(a,yel(R) A... A (any) €I(R) A (15 -5 Y)Y EG ==>

Ji<|G| dre|N J(ay, ..., &) (@1, ..., ar),a)efi A A(yy, ..., ¥r) Tk

(a1,y1) €Dk A... A (aL,y1) €Dk A (Y15 -5 Yo)sY)EGE ==>

Ji<|G| dre|N J(ay, ..., &) (@1, ..., ar),a)efi A A(yy, ..., ¥r) Tk

{(alayl)a cee s (ar,Yr)} - Dk N ((yla ceey Yr),Y)Ggi ==

Ji<|G| dre|N J(ay, ..., &) (@1, ..., ar),a)efi A A(yy, ..., ¥r) Tk

{(alﬂyl)’ R (ar,Yr)} - Dk N ({(alayl)a ey (arayr)}a(aJY)) GR N ((y17 eeey Yr),Y)egi ==
Ji<|G| dre|N J(ay, ..., &) (@1, ..., ar),a)efi A A(yy, ..., ¥r) Tk

(a’Y)EDk‘H A ((y17 ceesy Yr),Y)Egi ==

Ji<|G| dre|N J(ay, ..., &) (@1, ..., ar),a)efi A A(yy, ..., ¥r) Tk

(@,y)elR) A ((y1, -, Y),y)EQG ==

(a,y)el(R) ==>yeN[{aj]
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3.1.4.1 Beispiel

A = Menge der ganzen Zahlen
B = Menge der ganzen Zahlen

{ (a,at2) lae A}
{(b,b+t2) |[be B}

fi

g1

Regelnkurznotation: (acA, beB)
%)

{(a,b) }

(a+2 , b+2)

I(R) = {(2,2), (4,4), (6,6), (8.,8), ...}

N[{2}] = {2}
N[{4}] = g(N[{2}]) = {4}
N[{6}] = g(N[{4}]) = {6}

Man sieht sofort:
wenn z ungerade, dann N(z) = &

Bei der Berechnung kommt man aber in eine unendliche Rekursion:

N[{3}] = eN[{1}]) = (N[{-1}]) = e(N[{-3}]) = e(N[{-5}]) = ...
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3.1.4.2 Definition

F={f1, ..., fk } F heiBt disjunkt zerlegbar : <==>

F ist eine parweises disjunktes Mengensystem d.h.

alle f; sind paarweise disjunkt d.h: i#j=>fi N f§ =

anschaulich: alle f; haben keinen gemeinsamen "Schnittpunkt"

3.1.4.3 Lemma L3
(ab)el(R) ==> ael(Rp)

Beweis: Induktion iiber I(R)
Definiere:
B(a,b) : <==> (a,b)el(R) ==> ael(Rp)

1) (a,b) €l(R) A (D,(a,b))eR
also: aeRr

2) sonst: (Induktionsvoraussetzung)

Es sei (a;,by)el(R) A... A (a,br)el(R) und
B(al,bl) VAVPRVAN B(ar, br) und

({(a1,by), ..., (ar, by)},(a,b))eR

also:

(a;,by)el(R) und ... und (a;,b;) €I(R) und

(a;,by)el(R) ==>a;€l(Rg) und ... und (a;,b;)el(R) ==> a,€l(Ry) und

Jdi((ay, ..., ar),a)efi A ((by, ..., b),b)e g

also:

ajel(Rg) und ... und a,€l(Ry)

also:

({ai, ..., a;},a))efiund a; €l(Rg) und ... und a,€I(Ry)
also

({ai, ..., a;},a))eRpund a; €I(Rf) und ... und a,€I(Rp)
also:

aeI(RF)
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3.1.44 Lemma L4

Voraussetzungen:

Ry ist die durch R (und F) induzierte Regelmenge und
F ist disjunkt zerlegbar und

I(Ry) ist monotektonisch

Behauptung:
ac I(Rp) A (D,a)gRr ==>|Z(a) |=1

Beweis:

Es sei: ae I(Rf) und (J,a)¢Rg

Da I(Rf) monotektonisch, gilt:

3 genau ein reN\{0} 3 genau ein M={a,, ..., a;} < I(R) ({ay, ..., a;},a)eRg also

3 genau ein reN\{0} 3 genau ein M={a,, ..., a;} c I(R) J eini ((ay, ..., a;),a)ef

Da alle f; paarweise disjunkt sind, folgt:

3 genau ein reN\{0} 3 genau ein M={a,, ..., a;} < I(R) 3 genau ein i ((aj, ..., a;),a)€f;
also:

| Z(a) | = 1

3.1.4.5 Lemma L5

1) agl(Rg) ==>N[{a}] =2
2) (D,a)gRy ==>S[{a}] =
3)ael(Re) ==>S[{a}]# D

Beweis:

1) N[{a}] # @ ==> 3b(a,b)el(R) ==> Lemma3 ==> acI(R)
2)Dy[{a}] # < ==>3b (a,b)eD, ==>(J,(a,b))eR ==> (J,a)eRF
3) zeige: acl(Rp) ==> N[{a}]#

es sei a) Falll: (J,a)eRg

also existiert ein b mit (J,(a,b))eR also (a,b)el(R), also N[{a}] # D

3.1.5 Lemma L6

R ist eine Regelmenge liber X und X = I(R). Dann gilt:
R ist linkseindeutig und rechtstotal bzgl. I[(R) ==> I(R) ist monotektonisch

besser formuliert:
Die Relation ( P(X), R, I(R) ) ist linkseindeutig und rechtstotal ==> I(R) ist monotektonisch

Beweis:

R ist linkseindeutig und rechtstotal bzgl. X =—=>
VxeX 3 genau ein Mc X (M,x)eR ==>
Vxel(R) 3 genau ein Mc I(R) (M,x)eR ==>
I(R) ist monotektonisch
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3.1.5.1 Lemma L8

Voraussetzungen:
R ist eine Regelmenge iiber X.
Die zweistellige Relation ( P(A), R, A) ist linkseindeutig

Behauptung:
I(R) ist monotektonisch

Beweis:
zeige: Vxel(R) 3 genau ein Mc I(R) (M,x)eR

Es sei ael(R)
nach Korrolar4 gilt: 3 Tc I(R) mit (T,x) € R
Da R linkseindeutig ist, gibt es genau ein T mit (T,x) € R
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3.1.6 Vorbereitungen zum RekIndsatz 3 Version 1

Voraussetzungen: wie beim 2. RekIndsatz
Zusatzlich gelten noch folgende Voraussetzungen:
|N[{a}] | <=1

B':=B u {#}, wobei #¢B

g'i(by, ...,b;) =D, falls gi[ {b;}x ....x{b;}] = {b}und alle b; ##
g'i(by, ...,by) :=#, falls gj[ {b; }x ....x{b;}] = D und alle b; ##
g'i(by, ...,b;) :=#, falls mindestens ein b; = #
> ¢ (n(a))....n(a,)) = #, falls R'r(a) = &
(ay,...a, )Rk (a)
b+ ... tb, : = erste by mit by ## falls mindestens ein b; # #
bi+..+b, :=# falls alle bi=#

S'(a) :=b , falls S[{a}] ={b}
S'(a) :=# , falls S[{a}] =9

n(a) :=# , falls N[{a}] =Y
n(a) =b . falls N[{a}] = {b}

Wenn man die auf D('g;) eingschrinkte Relation g; hier - etwas ungenau und genaugenommen

falsch - auch mit g; bezeichnet, dann kann man schreiben:

gii(b, ...,.by) = gi((by,..., , by)) falls (bi,..., , br)eD(g) und alle b; # #
gli(by, ....by) = # falls (by,..., , by) €D(gi) und alle b; # #
gli(by, ...,.by) = # falls mindestens ein b; = #

3.1.6.1 Hilflemma 1

1)
giN[{ai}] x ..x N[{a;}] = ==>g'(n(a), ...n(a)) = #

2)
I(RF) ist monotektonisch und F ist disjunkt zerlegbar ==>
N[{a}]# QD =

Falll: S[{a}]=9

Es existiert genau ein (i, {ay, ... ,a;}) mit {aj, ... ,a,} € R und gi(N[{a;}]x..x N[{a;}] #C

und fiir alle (, {xi, ... .x¢}) #(, {a1, ... ,ar}) gilt g(N[{x1}] x ..x N[{x,}] =&

oder
Fall2: S[{a}] # &

Fiir alle (i, {ay, ... ,a;}) mit {aj, ... ,a;} € R gilt gi(N[{x1}] x .x N[{x;}] =&

24



Beweis:

1)

Falll: mindestens ein N[ {a;}] = &

also n(aj) = #, also g'i(n(ay), ... ,n(a,)) = #

Fall2: alle N[{aj}] # D

gi(N[{a;}] x ..x N[{a;}] = gi({n(a;)}x ...x{n(a;)}) = also
g'i(n(ay), ...n(a;)) =#

2)

2.1) Unterbehauptungl:

R = U R'r  ist eine disjunkte Vereinigung
0<i <{|F|

Unterbeweis]:

Zeige: 1#] ==> Rip N ij =0

Es sei ({ay, ..., a;},a) € R

also existiert ein 1 mit ((ai, ..., a;},a) €fj

Da F disjunkt zerlegbar gilt ((ai, ..., a;},a) ¢f; also ({ai, ..., a;},a) & Rlp
alsoR: N Ry = &

2.2)

DaN[{a}]#J folgta e I(Rp)

Da I(Rf) monotektonisch, gibt es genau ein (M,a) e Rg mit McI(Rp)

Da Ry = U R'r eine disjunkte Vereinigung ist, gibt es genau ein i mit Me R';
0<i <{F|

Also gibt es genau ein (i, M) mit Me R’y und McI(Rf)

Fiir alle anderen (j, R) # (i, M) mit Me Rk gilt: nicht McI(RF)

Falll:(Q,a) ¢ R%

Also gibt es genau ein (i, {aj, ... ,a;}) mit

{ag, ... ,a;} € R und a;el(Rg) und ... und a,€I(Ry) .

Fiir alle anderen (j, {x1, ... ,x;}) # (i, {ay, ... ,a;}) mit {x,, ... ,x;} € Rl gilt:
es gibt ein x mit xx ¢ I(Rp) also gi(N[{x1}] x ..x N[{x,}] =

und S[{a}] =Y

also gi(N[{a;}]x ..x N[{a;}] #9

Fall2: (&,a)e R%

Fiir alle (i, {ay, ... ,a;}) mit {a;, ... ,a;} € R'; gilt g(N[{a;}]x..xN[{a;}] =D
und S[{a}] #
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3.1.7 RekIndsatz 3 Version 1

Voraussetzungen: wie beim 2. RekIndsatz

Zusatzlich gelten noch folgende Voraussetzungen:

1) Rp ist die durch R (und F) induzierte Regelmenge

2) I(RF) ist monotektonisch oder

die zweistellige Relation ( P(A), Rr, A ) ist linkseindeutig
3) F ist disjunkt zerlegbar.

4) vi<G| | g([{(by,...,b)}])| <1 fiiralleb; € B
5)|S([{a}])| <1fiirallea € A

Behauptung:
Wenn a€ A, dann gilt:
n@= > g (n@),..,n@,) +S)

(ay,....a,,a)ef;

wobei per Definition gilt:
Zg‘i (n(a,),...,n(a,)) =# falls eskein (aj, ... ,a,),1 gibt mit ((ay, ... ,a;),a)ef;
(ay,...a,,a)ef;
und
S'(a) :=b , falls S[{a}] ={b}
S'(a) =# , falls S[{a}] =9

gii(b, ...,.by) = gi((by,..., , by)) falls (bi,..., , br)eD(gi) und alle b; # #
gli(by, ...,.by) =# falls (by,..., , by) D(gi) und alle b; # #
gli(by, ...,.by) = # falls mindestens ein b; = #
Bemerkung:

Nach Lemma 8 folgt aus der Voraussetzung "die zweistellige Relation ( P(A), Rg, A ) ist
linkseindeutig" sofort " I(Ry) ist monotektonisch".

Beweis: (Regelinduktion)

I) Zeige: [N[{a}] | <=1

Falll: a € I(Rg)

Da I(Rf) monotektonisch und F disjunkt zerlegbar, existiert genau ein M und genau ein 1 mit
(M,a)e R und M c I(Ry)

Unterfalll: 1=0

also (M,a) € R% also M =@ und S[{a}] # @ mit|S([{a}])]| <1
Fiir alle anderen ({ay, ..., a;},a) € R5: mit k#i gilt :

fiir mindestens ein a; gilt a; ¢ I(R) also N(a;) = & also

g(N[{a}] x .x N[{a}] = @

Also:

N[{a}] = S[{a}]

also: [N[{a}] [ =|S[{a}] | <1

Unterfall2: 1>0

also ({aj, ..., ar},a) € Rip

mit a;€ I[(Rp) und ... und a;e I(Ry)

Wegen der Induktionsvoraussetzungen gilt noch:
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IN[{a;}]|<=1 und ...und | N[{a;}] | <=1

Wenn mindestens ein | N[{a;}] | = 0 dann gilt:

gN[{ai}]x .x N[{a}] = @

Wenn alle | N[{a;}] | = 0 dann gilt:

{bi}:=|N[{a;}]|und ... und {b;}:= N[{a;}]

also

giN[{ai}] x ..x N[{a;}] = gi({bi} x ..x {b}) = gi({(by, ... ,br})
also nach Voraussetzung: | gi({(by, ... ,b;}) | <=1

- Fiir alle anderen ({ay, ..., a;},a) € Rkp mit k#i und k#1 gilt :
fiir mindestens ein a; gilt a; ¢ I(Rg) also N(a;) = & also
gi(N[{ai}] x ..x N[{a;}] =&

- fiir (B,a)e R% gilt S[{a}] =@

Fall2: a ¢ I(Ry)

mit Lemma 5 folgt N[{a}]=O

also | N[{a}] | <=1

1)

1) Unterbehauptungl:

gi[N[{a;}] x ..x N[{a;}] = {b} ==>g'i(n(a)), ....n(a;)) =b und
g[N[{ai}] x ..x N[{a;}] = J ==>gli(n(a1), ...n(ar)) = #

Unterbeweisl:

a)

gi[N[{a;}] x ..x N[{a,}]] = {b} also alle N[{a;}] # < also N[{a;}] = {n(a))} also

gi[N[{ai}]x ..x N[{a;}]] = gi[{n(a))} x ..x {n(a;)}] = {b} also
g'i(n(ay), ...n(a;)) =b

b)

folgt nach Hilfslemmal

2) Unterbehauptung?2:
U  &lNlax..xN[{a,}1] U S[{a}] = {b} =

{ag ., } €RE (@)

Zg'i (n(a,),...,n(a,)) +S'(a)=b und

U ealNla}lx..xN[{a,}]] v S[{a}] =@ ==>

{ag,....a,.} eR} (a)

ngi (n(a,),...,n(a,)) +S'(a)=#

Unterbeweis2:
a)
U  &lN[a}x..xN[{a,}1] U S[{a}] = {b}

{ag,....a,.} eR} (a)

Falll: Rp=

also U g/ [N[{a,}]x..x N[{a,}]] = D also S[{a}] = {b} also

2 ¢\ (na,),..,n(a,)) +S'(a)=# +b=b
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Fall2: Rip;éQ
DaN[{a}]= |J &l[N[{a,}]x..xN[{a,}]1] U S[{a}] = {b} folgt

{ao,...,a,}eR};v(a)

N[{a}] #J
Nach Hilfslemmal 2 gilt:

Unterfalll: S[{a}]# &
also

U - &l N[Hag}lx..xN[{a,}]] =D und S[{a}] = {b}
{ag....a,} R} (a)

Mit Hilfslemmal_1 gilt:
>.€:(n(@)...n(a,)) +S'@) =#+b=b

Unterfall2: S[{a}]=9
U &l[N[ag}]x..xN[{a,}1] = {b} und S[{a}] = {b}

{ao,...,a,}eR};v(a)

also existiert genau ein (i, {ay, ... ,a;}) mit {a, ... ,a;} € R's und gi(N[{a;}] x ..x N[{a,;}] = {b}
und fiir alle (j, {x1, ... .X¢e}) # (1, {ai, ... ,a;}) gilt g(N[{x:}] x ..x N[{x;}] =, also
g'i(n(ap), ....n(a;)) =# und g'i(n(ay), ....n(a;)) = b also

> ¢\ (n(,),..,n(a,)) +S'@=b+#=b

b) |
Falll: Ry=Q
also U &[N }1x..xN[{a,}]] =D also S[{a}] =D also

D g (n(a),...n(a,) +S@)=# +#=#

Fall2: R # &

DaN[{a}]= |J &[N[{a}]x..xN[{g,}]] U S[{a}] = folgt

{ag,a, } €RE (@)

U g [N[{a,}]x..xN[{a,}]] =< und S[{a}] = also

{ag,.a, } €RE (a)

Zg'i (n(a,),....,n(a,)) +S'(a)=#+#=#
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3) Unterbehauptung3:

n(a) = D g (n(a)....n(a,)) +S'(a)
(aj,..., a,.)eR,’}(a)
Unterbeweis5:

a)

N[{aj] == {b} impl U  &lNlalx..xN[{a,}1] U S[{a}] = {b} impl

b)
N[{a}]==C impl

{ag ... a,.}eR}(a)

U  &lNHalx..xN[{a, 1] U S[{a}] =@ impl

{ag,.a, } €RE (a)

n(a,)) +S'(a)=# und n(a) =# impl

n(a) = D ¢ (n(a,),...,n(a,)) +S'(a)
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3.1.7.1 Erweiterung der Definitionsbereiche

Motivation

In der Mathematik gibt es Funktionen, die nicht iiberall definiert sind und einen
eingeschriankten Definitionsbereich haben, wie z.B. die Divisions - und die Wurzelfunktion.
Die Idee ist, diesen Definitionsbereich maximal zu erweitern:

d'(x,y) :=d(x,y) falls (x,y)eD(d)

d'(x,y) =? falls (x,y)¢D(d)

Zusétzlich wird noch die Menge der reellen Zahlen |R zu |R' := R U {?} erweitert mit:
d'(x,y) :=? falls x=? oder y=?

Ziel:

Mit der Funktion N kann durch eine mit f; 's und g; 's aufgebaute Regelmenge R festellen, ob
- zu einem a kein b gehort mit (a,b) eR

- zu einem a ein b gehort mit (a,b) eR

Ziel ist es, zusétzlich noch festzustellen, ob ein a mathematisch sinnlos ist. d.h:

Eine Funktion zu finden mit:

n'(a)= # falls a fehlgeformt (kein Term)
n'(a)= ? falls a mathematisch sinnlos
n'(a) = Wert falls a mathematisch sinnvoll.
Vorbereitung:

gegeben:

'R sei die durch 'F, 'G und 'S induzierte Regelmenge iiber 'A x 'B

mit: (D bedeutet Definitionsbereich einer Abbildung)

D('f) : = {(ay, ..., a;) | es existiert ein a mit ((ay, ..., a;),a)e'f; } = pri['fi]
D('g) : = {(by, ..., by) | es existiert ein b mit ((by, ..., by),b)e'g } = pri['gi]

Daraus wird wie folgt die durch F, G und S induzierte Regelmenge iiber A x B
konstruiert mit folgenden Eigenschaften:

A:="A
B:="Bu {7}
S:="'S

Fiir jedes (x, ..., x;) €D('fj) wird definiert ((xi, ..., X;),X)ef; :<==> ((xy, ..., X;),X)€'f;
Fiir jedes (x, ..., x;) €D('f;) gibt es genau ein x mit ((xy, ..., X;), X)€f

Wenn man die auf D('g;) eingschrinkte Relation 'g; hier - etwas ungenau und
genaugenommen falsch - auch mit 'g; bezeichnet, dann kann man schreiben:

gi((y17 (S Yr)) = 'gi((yla LA Yr)) fallS alle yi ?E ? und (Yh ceey Yr) ED('gi)
gi((Y1, ooer Y1) = ? falls alle y; # ? und (y1, ..., yr) €D('gi)
gi((y1, «syr) =72 falls mindestens ein y; = ?
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3.1.7.1.1 Beispiel ohne Erweiterung
A={05152:354555657:8:9:(5)5+;-5%5/5+5/ 5 .0%

|Q = Menge der rationalen Zahlen — B

Eine rationale Zahl wird durch (evtl. durch ein negatives Vorzeichen) und in der
Kommaschreibweise dargestellt, wie z.B: 3.1415

B=1Q

fi={ ((an,a),(a1ta)) | aj€A und a,€A }
fz = { ((al,az),(al _az)) | aleA und azeA }
f3 = { ((al,az),(al*az)) | aleA und azeA }
fa={ ((ar,@),(a/a2)) | a€A und axeA }
fs=1{ (a(w(a)) | acA }

g1 = { ((b1, b2), add(by, b)) | b1eQ A byeQ }

g = { ((b1, b2), sub(by, by)) [b1eQ A b€Q }

g3 = { ((by, bp), mul(by, by)) |bjeQ AbeQ }

g4 = { ((by, bp), div(by, by)) |b;eQ A beQ und by#0 }
gs = { (b,(wurzel(b)) | beB und b, >=0}

S:={(a,a) |aeQ }

Beispiel:

(3,3) (0,0)

_____________ ¢ R fiir alle b
(3/0), b

R(F,G,S) =
(M,(a,b)) | 3a;3by, ..., Ja,db, Ji Ir M = {(a;,by), ..., (ar, b))} A ((ay, ..., ap),a)efi A
((br, ... br).b)e ginfi eF A g eG} U { (D,(a)b))|(ab)e S}

heiflt die durch F, G und S induzierte Regelmenge iiber A x B
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3.1.7.1.2 Beispiel mit Erweiterung
A={0;1:2:3:4:5:6:7:8:9:(5)+;-53%5/5+5/ 3%
|Q = Menge der rationalen Zahlen — B

Eine rationale Zahl wird durch (evtl. durch ein negatives Vorzeichen) und in der

Kommaschreibweise dargestellt, wie z.B: 3.1415

B=1Qu {7}

Ti=1{ ((aa),(ata)) | aj€A und axeA }
'Hh=1{ ((a,a),(a1-a2)) | a1€A und axeA }
'f3 = { ((al,az),(al*az)) | aleA und azeA }
'f4:{ ((31,32),(31/32)) | aleA und azeA }
fs={ (a(w(a)) | acA }

'g1 = { ((bl, bz), add(bl, bz)) | bleQ 7AN szQ }

'g2 = { (b1, b2), sub(by, b)) [b1€Q AbyeQ }

'gs = { (b1, ba), mul(by, b2)) [b1eQ Ab2€Q }

'g4 = { ((bl, bz), diV(bl, bz)) | bleQ 7AN szQ und b2¢0 }
'gs={ (b,(wurzel(b)) | beB und b, >=0}

Erweiterung der Definitiosnbereiche von g'y zu g; :

g1 = { ((bl, bz), add(bl, bz)) | bleQ 7AN szQ }

2= { ((bl, bz), sub(bl, bz)) |b1EQ AN bzGQ }

g3 = { ((b1, bz), mul(b;, b2)) [b1€Q A b2eQ }

g4 = { (b1, by), div(by, b2)) [b1eQ A beQ } LU {((b,0),?)|beQ }
VU @,?7,7) 10 {((b,?),7)[beQ} L {((?,b),?)|beQ}

S:={(a,a) |aeQ }

Beispiel:
(3,3) (0,0)

32



3.1.8 RekIndsatz 3 Version 2

Voraussetzungen: wie beim 2. RekIndsatz
Zusatzlich gelten noch folgende Voraussetzungen:
1) Rp ist die durch R (und F) induzierte Regelmenge
2) F ist disjunkt zerlegbar.

3) I(RF) ist monotektonisch

Behauptung:

Wenn a€ A, dann gilt:

N[{a}] = S[{a}] falls (J,a)eR
N[{a}]=9 falls agI(Ry)

N[{a}] = gi[N[{a}] x ... x N[{ar}]] falls Z(a) = {(ay, ..., ar ,1 )}
Beweis:

1) Es sei (J,a)eRp

Nach Voraussetzung gilt I(R) # &, also: [(Rf) # &
Da I(Rf) monotektonisch und I(Rg) # &, folgt
Z(@):={(ap, ...a,i)|Fi((ay,...,a)a)ef; } = I
==> U &lNla}lx..xN[{a,}]]= @ =

(ay,...a, i) eZ(a)

N[{a}l=  |J &[N[{a}]x..xN[{a,}]] U Di[{a}]=Di[{a}]

(ay,...a,,i)eZ(a)

2) Es sei agI(Ry)
Dann gilt nach Lemma L5
N[{a}] =@

3) sonst d.h. falls acI(Rg) und (J,a)¢Rg
a) aus (J,a)¢Rr und dem Lemma L5
folgt damit: Di[{a}]=O

b) Nach dem Lemma L4 gilt:

ac I(Ry) (@,2)¢Ry =>| Z(a)| =1
Mit Z(a) = {(ay, ..., a; ,1 )} folgt:
N[{a}] = gi[N[{a}] x ... x N[{ar}]]
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3.1.9 RekIndsatz 3 Version 3

Voraussetzungen:

wie beim 2. RekIndsatz

Zusétzlich gelten noch folgende Voraussetzungen:

1) Rp ist die durch F und die Projektion von S in die 1. Koordinate induzierte Regelmenge.
2) F ist disjunkt zerlegbar.

3) I(RF) ist monotektonisch

4) Vi<|G| g; ist rechtseindeutig

5) S ist rechtseindeutig

Behauptung:

Wenn ae I(Rg), dann gilt:

N(a) = S(a) falls (J,a)eRp

N(a) =gi( (N(a;), ..., N(ay)) ) sonst, wobei Z(a) = {(ay, ..., ar,1 )}
Beweis:

I) Nach dem vorigen Satz folgt:

N[{a}]=D[{a}] falls (J,a)eRp

N[{a}]=9 falls agI(Rp)

N[ {a}] = glN[{ai}] x ... x N[ {a}]] falls Z(a) = {(@1, -, a1 )}

1) Induktion iiber die Regelmenge I(Rf)

1) Es sei (J,a)eRp

N[{a}] =Di[{a}] = { Di(a) } da D, rechtseindeutig, also
{N(a)} = { Dy(a) }, also

N(a) = Di(a)

2) sonst, d.h: (J,a)# Ry und Behauptung gelte fiir a; €[(Rg) A ... A a,€l(Rp) und
({ai, ..., a;},a)eRg dh: Jeini((ay, ..., ar),a)ef;

also: falls Z(a) = {(ai, ..., ar,1)}

also: N[{a}]=gi[N[{a;}]x ... x N[{a;}]] = nach Induktionsvoraussetzung =
gl {N(aj x... x {N(a)} ] =gl (N(ay) ,... , N(ar) )] =

{gi ((N(ap) ..., N(ay) ) } ==>

N(a) = gi ((N(a1) ,... , N(ar)) )
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3.1.10 RekIndsatz 4 Version 1

Voraussetzungen: wie beim 2. RekIndsatz

Zusatzlich gelten noch folgende Voraussetzungen:

1) R ist die durch F und die Projektion von S in die 1. Koordinate induzierte Regelmenge.
2) (P(A), Rg, A) ist linkseindeutig und rechtstotal

3) F ist disjunkt zerlegbar.

Behauptung:

) I(Rp)=A

2) Wenn a€A, dann gilt:

N[{a}]=S(a) falls (J,a)eRg

N[{a}]=g[N[{ai}] x ... x N[{a;}]] sonst, d.h: (J,a)Rr wobei
Z(a):={(al, ..., ar,1)}

Beweis:

I)

Nach Voraussetzung des Rekindsatz 2 gilt:
A ist eine effektiv geordnete Menge mit:

A = {ay, a1, ap, a3, a4, ...} Mit ap< a;< < az<as <... und alle a; sind paarweise verschieden.

und alle f; e F sind kontrahierend, das bedeutet per Definition:

((ay, ..., a5),a) € fi => g;<a A...A a<a

Zeige:

Ry ist eine kontrahierende Regelmenge iiber der effektiv geordneten Menge A = {ay, a;, ...}
zeige dazu:

(M,a)eRp ==> Vx;eM x;<a

Es sei (M,a)eRg, also 3 ((x1, ..., X;),a) efieF mit M = {x, ..., X}

Da fj kontrahierend, gilt Vx; e M x;<a,

also ist Ry eine kontrahierende Regelmenge

Da Ry kontrahierend und (nach Voraussetzung) rechtstotal ist, folgt nach dem
Kontraktionskorollar K5:

I(Rp)=A

1)

Nach Voraussetzung gilt: R ist linkseindeutig und rechtstotal. Aulerdem gilt: I(RF) = A
also gilt nach Lemma L6:

I(RF) 1st monotektonisch

IIT) Dann gilt nach RekIndsatz 3 Version 1:
Wenn a€ A, dann gilt:

N[{a}] =Di[{a}] falls (&,a)eRp
N[{a}] =9 falls agI(R)
N[{a}]=g[N[{a;}]x ... x N[{a:}]] falls Z(a) = {(a1, ..., a;,i )}

Da I(Rf) = A, folgt:

Wenn a€ A, dann gilt:
N[{a}]=Di[{a}] falls (,a)eRp
N[{a}] = gi[N[{a}] x ... x N[{a}]] falls Z(a) = {(ai, ..., ar ,1)}
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3.1.10.1 Lemma L7

Voraussetzung:
wie beim Rekindsatz 4 Version 1 und VU [(J,U)eRy ==> N[{U}] # J]

Behauptung:
VV N(V) #J

Beweis: (Induktion iiber I(Rf)

Definiere: B(U) : <==> Voraussetzung_V (siehe oben) ==> N[{V}] £ J]]
1) Vel(Rg) A (D,V)eRE

klar

2) Zeige: Vi€l(Rp) A... A Viel(Rg) und B(V)) A... AB(V;) und ({Vy, .., V;},V)eRp ==>

Voraussetzung V. ==> N[{V}] # J]]

Dazu geniigt zu zeigen:

Vi€el(Rp) A... A Viel(Rg) und B(V)) A... AB(V;) und ({Vy, ..., V;},V)eRpund
Voraussetzung V. ==> N[{V}] # J]]

Es sei:

Viel(Rp) A... A Viel(Rg) und B(V)) A... AB(V;) und ({Vy, ..., V;},V)eRpund
Voraussetzung V

Da V el(Rg) A... A Vi€l(RF) und

Voraussetzung V ==> N(V)) #J und ... und Voraussetzung V ==> N(V,) #J und
({V1, ..., Vi},V)eRp folgt: N(V)) #J und ... und N(V;) #J

Da ({Vy, ..., V;:},V)eRr und R linkseindeutig, folgt: Z(V) = {(V1, ..., V1, ) }
DaN(V)) #J und ... und N(V;) #J, folgt: N[{V}] x ... x N[{V}] #J

Da g rechtsttotal, folgt: g[N[{V}] x ... x N[{V;}]] # D, also N[{V}] #J

3.1.10.2 Lemma L8

Lemma:
T, #Jund ...und T, #J ==>

Ut 4.0t} =TH U UT,

(ty,t, ) €T} x...xT,

Beweis:

1) xeRS

OBdA sei x :=x;,€T;

DaT, #Jdund ...und T, # J existieren x,€Tr A ... A X,€T;
also (xy, ..., xp)e Ty x ... x Trund {x;, ... X;} e T} U...UT;
also {xi, ..., x;}jc LS ==>x;,e€LS

2) xeLS
also {t;, ..., t;} und (t;, ..., t)e Ty x ... x T; mit xe{t}, .., t;jcT; U...UT;
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3.1.11 ReklIndsatz 4 Version 2

Voraussetzungen: wie beim RekIndsatz 2
Zusatzlich gelten noch folgende Voraussetzungen:

1) R ist die durch F und die Projektion von S in die 1. Koordinate induzierte Regelmenge.

2) Die zweistellige Relation ( P(A), Rg, A ) ist linkseindeutig und rechtstotal
3) F ist disjunkt zerlegbar.

4) Vi<|G| g; ist rechtseindeutig

5) S ist rechtseindeutig

Behauptung:
Wenn a€ A, dann gilt:
N(a) = S(a) falls (J,a)eRg
N(a) = gi( (N(a;), ..., N(ay) ) sonst, d.h: (J,a)¢Rp
wobei Z(a) : = { (aj, ..., ar ,1)}
Bemerkung:

Die Behauptung des Satzes gilt auch noch, wenn die Voraussetzungen, die zur
Berechenbarkeit von N notig sind, nicht gelten. Allerdings ist dann auch N nicht mehr
berechenbar.

Beweis:

I)
Nach Voraussetzung des Rekindsatz 2 gilt:
A ={ay, aj, ay, a3, 4y, ...} Mit < ;< < az< a4 <... und

((ay, ..., ar),a) € fi => g;<a A...An a<a
also:
({ai, ..., ar},a) e Rp => aj<a A...A a;<a

Da Rr rechtstotal 3 M (M,ay) € Rg

also M =, also (J,a0) € Ry

also ist Rr kontrahierend

Da R kontrahierend und (nach Voraussetzung) rechtstotal ist, folgt nach dem
Kontraktionskorrollar K5:

I(Rp)=A

1)

Nach Voraussetzung gilt: Rg ist linkseindeutig und rechtstotal, also:
R ist linkseindeutig und rechtstotal bzgl. A . Da I(Rg) = A, folgt:
Ry ist linkseindeutig und rechtstotal bzgl. I(Ry) , also

I(RF) 1st monotektonisch

IIT) Dann gilt nach RekIndsatz 3 Version 2:

Wenn ae I(Rg), dann gilt:

N(a) = Dy(a) falls (J,a)eRg

N(a) = gi( (N(ay), ..., N(ay)) ) sonst, wobei Z(a) = {(ai, ..., ar,1 )}

Da I(Rf) = A, folgt:

Wenn ae A, dann gilt:

N(a) = Dy(a) falls (J,a)eRp

N(a) =gi( (N(a;), ..., N(ay)) ) sonst, wobei Z(a) = {(ay, ..., ar,1 )}
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4 Anwendungen

4.1 Beispiele zum RekIndsatz 1

4.1.1 "wundersame" Vermehrung
4.1.1.1 Motivation

Die neue Zahlenmenge erhdlt man aus der alten Zahlenmenge, indem man jeweils 2
verschiedene Zahlen addiert und diese der alten Zahlenmenge hinzufiigt.
Die ersten zwei Zahlen sind 3 und 5

4.1.1.2 Definition

X={1;2;3;4; 5...} mit der bekannten Relation <
R={B,x) eM(X)x X | Ir,seX B={r;s} Ax=r+sAar=#s} U {(J,3);(D;5)}

Regelnkurznotation: (re X , se X)
) ) {r;s}

3 5 r+s

mit T #s

4.1.1.3 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 1

1) Regelmenge R ist entscheidbar (trivial)

2)X={1;2;3;4; 5...}mit 1 <2<3<4<5< .. istaufzidhlbar
mit folgender Eigenschatft:

({x1, ..., Xr},X)€ER => X;<X A...A X<X

a) ({x1,x2},x)eR ==> ({x1,X2}, X1+ xp)eR ==>

X1 <X1+X2 A X3 <X;+X»

4.1.1.4 Konkrete Beispiele (Anwendung des Satzes)

1) e(1)
R{1}]=@ => ¢(1)=0

2) e(2)

R{1}]=@ = ¢(1)=0
3)e(3)

R'[{3}]1= {2} => ¢(3)=1
4) e(4)

R[{4}]= {{1,3}}==>
ed)=¢e(1)-e(3)=0-1=0

5)e(5)
(D,x) e R =>¢(5)=1

6) e(6)
R[{6}]1={{L5}, {24}} ==
e(6)=ce(l)-e(5)+e?)-e4)=0-1+0-0=0
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7) e(7)
RI[{7}] = ({16}, {2.5}, (3.4}} =
e(7)=e(1) - e(6) +e(2) - e(5) +e(3) - e(4)=0-0+0-1+1-0=0

4.2 Kein Beispiel zum RekIndsatz 1

4.2.1 Vermehrungen
4.2.1.1 Motivation

Die neue Zahlenmenge erhdlt man aus der alten Zahlenmenge, indem man jeweils 2
verschiedene Zahlen subtrahiert und diese der alten Zahlenmenge hinzufiigt.
Die ersten zwei Zahlen sind 3 und 5

4.2.1.2 Definition

X =Z = Menge aller ganzen Zahlen
R={B,x) eM(X)x X | Ir,seX B={r;s} Ar#s AX=1-5}
Vi{(D,3);(D;5)}

Regelnkurznotation: (re X , se X)

%) %) {r;s}

--- mit r #s
3 5 r-s

Um den Satz verwenden zu konnen, mull X = Z = Menge aller ganzen Zahlen aufzihlbar sein
und das Kriterium ({xi, ..., X;},X)eER =>x; <x A ... A X, <x erfiillt sein.

Leider scheitert z.B. folgender Versuch:

Z=4{21,2,23, ..} ={0,-1,1,-2,2,-3,3, ..} mit0<-1<1<-2<2<-3<3< ..

Leider gilt dann nicht mehr das Kriterium:

({x1, ..., X¢},X)€ER => X;<X A...A X<X
Denn das Folgende gilt nicht mehr:
({3,5},-2)eR => 3<-2A..A5<-2

Wenn man zeigen kdnnte, dass jeder Versuch scheitert, konnte man den Satz nicht
verwenden.
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4.2.2 Zahlenscanner
4.2.2.1 Motivation

Es wird beabsichtigt, Bezeichner fiir Zahlen der folgenden einfachen Form zu definieren:
123

9.98

-3.14

Bem:
Z:={0;1;2;3;4;5;6;7;8;9}

4.2.2.2 Definition Bezeichner vorzeichenlose FlieBkommazahlen
X1=4{0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;.}*

R1:={({zs},zs) |seXl AnzeZ } U {({z;s},sz) |seX1l AzeZ} U Rla
wobeli

Rla:={(J,a)|aeZ} U {(D,15)|reZ A seZ}

Regelnkurznotation: (a, r, s € X0)

Die induktive definierte Menge I(R1) ist die Menge aller vorzeichenlosen FlieBkommazahlen.

4.2.2.3 Definition Bezeichner vorzeichenbehaftete FlieBkommazahlen
X2={0;1;2;3;4:;5;6;7;8;9;.;+;-}*

R2:={(F,a)|aeclR])} U {({a},+a)|aec I(R])} U {({a},-a)|aelR])}
wobei

R2x:={(Jd,a)|a € I(R]) }

Regelnkurznotation: (a € I[(R1) c X2)
2 {a} {a}

a +a -a

Die induktive definierte Menge I(R2) ist die Menge aller vorzeichenbehafteten
FlieBkommazahlen.
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4.2.2.4 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 1
1) R c P(X) x X ist eine entscheidbare Regelmenge tiber X (trivial)

2) Die Relation < ist eine langen-lexikographische Ordnung auf X = {x, X1, X2, X3, X4, ..

X0 <Xj <Xz <X3 <x4 <...und X ist aufzdhlbar mit folgender Eigenschatft:

({Xla XZ},X)ER ==>

X1 <X A X2 <X

4.2.2.5 Konkrete Beispiele (Anwendung des Satzes)

(D,x) e Rl ==> el(x)=
RIT{x}=@=—= el(x)=
sonst ==> el(x)=

(D,x) e R2 =—> e2(x)=

R2[{x}]=D= e2(x)=
sonst => e2(x)=
Es gilt:

el(x)=1 <> x e [(R]) <= (J,x) e R2 ==

1
0
Zel(xl) ~eel(x,)
(X .., }eR1 [{x}]
1
0

Ze2(x )-...re2(x,,)

{3 Xy JeR2 (2]

XeZv x=rsmitreZ nseZ <==> (J,x) € Rl

Also:

XeZV X=r.smitreZ A seZ => elx)=1

RI'[{x}]=T = el(x)=0

sonst => elx)= Zel(xl)-...-
{3 X, JERT'[{x}]

el(x)=1 => e2(x)=1

R2'[{x}]= O => e2(x)=0

sonst => e2(x)= Z:e2()cl
{x..x, }eR2 " [{x

Beispiele:

1) e2(123)

(9, 123) e R2 => ¢e2(123)=1

2) e2(1e23)

R[{1e23}]=@  ==> ¢2(1e23)=0

3) e2(3.14)

(9, 3.14) e R2 => ¢(3.14)=1

4) e2(-2.718)
R'[{-2.718}] = {2.718}

==> ¢e2(-2.718) = e2(2.718)

>x € [(R2) <==> e2(x)=1

el(x,,)

.-e2(x,,)

.} mit
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4.2.3 Zahlenterme
4.2.3.1 Motivation

Es wird beabsichtigt, Terme der folgenden einfachen Form zu definieren:
(a, b, ¢ sind rationale Zahlen)

(atb)

(((at+b)+(b+a))+a)

4.2.3.2 Definition
X={0;1:2:3;4:5:65758:9:5(5)5+;-5%5/5: }*

|Q = Menge der rationalen Zahlen — X

Eine rationale Zahl wird durch (evtl. durch ein negatives Vorzeichen) und ein Paar von
natiirlichen Zahlen angegeben, das durch einen Doppelpunkt getrennt ist.

3:5 bedeutet somit 0,6

R =
{({x1, X2}, (X1 + X)) | X1 €X A XX} U

{ ({x1, X2}, (X1 - X)) [ x1€X A x0€X} U

{ (X1, X2}, (X1 *x2)) | xieX A x€X} U

{ ({x1, X2}, (X1 /X)) | x1€X A XX} } U Ra
wobei

Ra:={(J,a)a€lQ}

Regelnkurznotation: (re X , se X)

& {r;s} {rysp {rssp s}
--- wobei a€|Q -
a (r+s) (r-s) (r*s) (r/s)

Die induktive definierte Menge I(R) ist die Menge aller Zahlenterme.

4.2.3.2.1 Bemerkung
Man kann auch noch "Vorzeichen" zulassen. Als Regeln bedeutet das:

it it

(9 (-1)

4.2.3.3 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 1
1) R c P(X) x X ist eine entscheidbare Regelmenge iiber X (trivial)
2) Die Relation < ist eine lingen-lexikographische Ordnung auf X = {xy, X1, X2, X3, X4, ...} mit

X0 <Xj <Xz <X3 <x4 <...und X ist aufzdhlbar mit folgender Eigenschatft:
({x1, X2},x)eR => X1<X A X<X
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4.2.3.4 Konkrete Beispiele (Anwendung des Satzes)

(D,x)e R  => ex)=1

R{x}]=D => ex)=0

sonst ==>  e(X)= Ze(xl)'---'e(xm)
(3] ooy JeR I ()]

Esseia, b, c,de|Q

I)e(a)
(D,a) e R => e(a)=1

2)e((a)
R'[{(@}]=0 ==> ¢((a)=0

3)e(a))
R'[{a)}]=0C ==> ¢(a))=0

4)e(*a)
R'[{*a}]=0O => ¢(*a)=0

5)16( (a**b) )
R'[{ (a**b) }] = {{a; *b};{a* ; b}} ==>
e((a**b) ) =e(a) - e(*b) +e(a*) - e(b)=1-0+0-1=0

6)1e( (a*b) )
R7[{ (a*b) }] = {{a;b}} ==>
e((@a*b))=ec(a)-e(b)=1-1=1

7) e(((a*b)*+(c*d)) )

R[{ (@*b)+H(e*d)) }] = { {(a, b)+(c*d)}; {(a*b), (c*d)} ; {(a*b)*+(c, d)} } =—>
e(((a*b)*+(c*d)) ) =

e((a)-e(b)y+(c*d)) + e((a*b))-e((c*d)) + e((a*b)+(c)-e(d))=
0-e(b)+H(c*d)) + e((a*b))-e((c*d)) + e((a*b)*+(c)-0 =

e((a*b) ) -e((c*d))=1-1=1
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4.2.4 Syntaxchecker (Scanner und Parser)

Ein Scanner (lexikalischer Scanner, Tokenizer, Lexer) zerlegt eine Zeichenkette in
zusammengehorigen Einheiten (Worter, Atome, Token).

Ein Parser tiberpriift die Grammatik (und macht die Syntaxanalyse) einer Zeichenkette und
bereitet diese fiir die Weiterverarbeitung entsprechend auf.

Zu Ubungszewcken kénnte man fiir eine abgespeckte Programmiersprache C (ein Mini-C, in
dem hochstens Verzweigungen und die while-Schleife vorkommt) einen Syntaxchecker
programmieren, der ein Mini-C-Programm auf syntaktische Korrektheit priift.

Dazu miisste man folgende Mengen induktiv definieren:

- Menge aller korrekten Variablen-Bezeichner
- Menge aller korrekten Zahlen-Bezeichner

- Menge aller Terme

- Menge aller Formeln

- Menge aller Zuweisungsausdriicke

- Menge aller Anweisungen

Man beachte, da3 diese Mengen "verschachtelt" sein kdnnen:

Ein Atom einer Anweisung besteht aus einem Zuweisungsausdruck
Ein Atom einer Formel besteht aus einem Term

Ein Atom eines Terms besteht aus einer Zahl oder einer Variablen.
usw.

4.2.5 Semantik einer Programmiersprache

Was "macht" ein Programm mit dem Arbeitsspeicher?

Ein Programm "bearbeitet" den Arbeitspeicher, indem es die Inhalte mancher Speicherstellen
andert.

Ein Programm entspricht also einer Abbildung, die die Werte bestimmter Speicherstellen
andert.

Die formale Semantik einer Programmiersprache beschreibt mathematisch die exakte
Bedeutung eines Programmes.

Speziell konnte man z.B. in der operationalen Semantik die Semantik eines boolschen
Ausdrucks, eines arithmetischen Ausdrucks und einer Anweisung nur durch "induktiv
definierte Mengen" beschreiben.
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4.2.6 reguldrer Ausdruck
4.2.6.1 Motivation

Es wird beabsichtigt, einen reguldren Ausdruck der folgenden einfachen Form zu definieren:

(alle Kleinbuchstaben a bis z sind reguldre Ausdriicke)

(a | b) nennt man Alternative

(a+b) nennt man Verkettung (Konkatenation)

(a*) nennt man Kleensche Hiille

4.2.6.2 Definition

X={a'; .57 ()5 [ ™ gF

R=
{({x1, X2}, (X1 ¥ X)) | x1eX A XX} U
{ ({x1, X2}, (X1 | X)) | x1€X A XX} U
{({x}, (x*)|[xeX } U Ra

wobei

Ra:={(3,)|xeX}

Regelnkurznotation: (re X , se X)

(%)
---—- wobel a ein Kleinbuchstabe bedeutet
a

{r;s} {r;sy {1}

(rt+s)  (r[s) (%)

Die induktive definierte Menge I(R) ist die Menge aller reguldren Ausdriicke.

4.2.6.3 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 1
1) R c P(X) x X ist eine entscheidbare Regelmenge tiber X (trivial)

2) Die Relation < ist eine lingen-lexikographische Ordnung auf X = {xy, X1, X2, X3, X4, ...} mit

X0 <Xj <X <X3 <x4 <...und X ist aufzdhlbar mit folgender Eigenschatft:
({x1, x2},x)eR => X1<X A Xp<X
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4.2.6.4 Konkrete Beispiele (Anwendung des Satzes)

(D,x)e R  => ex)=1

R[{x}]=0 => e®x)=0

sonst =>  e(x)= Ze(xl) oe(x,)
(3] ooy JeR I ()]

Es seien a, b, ¢, d Kleinbuchstaben

le(a)
(D,a) e R => e(a)=1

2)e((a)
R'[{(@}]=0 => ¢((a)=0

3)e(a))
R'[{a)}]=0 == e(2))=0

4)e(*a)
R'[{*a}]=0O => ¢(*a)=0

5)16( (a**b) )
R7[{ (a**b) }] = {{a; *b};{a* ; b}} ==>
e( (a**b) ) =e(a) - e(*b) +e(a*) -e(b)=1-0+0-1=0

6) e( (ath) )
RI[{ (a+h) }]= {{a; b}} —>
e((atb))=e(a)-e(b)=1-1=1

7) e( ((at+b)*+(c|d)) )

R[{ ((atb)+(c|d)) }] = { {(a, b)yH(c|d)}; {(ath), (c[*d)} ; {(atb)+(c, d)} } ==>
e(((atb)+(cld)) ) =

e((a)-e(b)H(c|d)) + e((ath))-e((c|d)) + e((atb)t(c)e(d))=

0-e(b)+(c|d) ) + e((atb))-e((c|/d)) + e( (atb)+(c)- 0 =
e((atb))-e((cld))=11=1
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4.3 Beispiele zum RekIndsatz 2

4.3.1 "Fibonacci-Mengen"
4.3.1.1 Motivation

Die Fibonacci-Zahlen bekommt man dadurch, dass man aus den letzten 2 Folgengliedern
einer Zahlenfolge die Summe bildet. Die ersten zwei Zahlen sind gegeben, wie z.B. 10 und 20
Also:

10, 20, 30, 50, 80, 130, ...

Bei einer "Fibonacci-Menge" (der Begriff stammt von mir, deshalb die "Anfiihrungszeichen")
sind die zwei ersten Mengen MO und M1 gegeben. Die nichste Menge bekommt man, indem
man jedes Element der letzten mit einem Element der vorletzten Menge kombiniert (addiert).
Beispiel:

MO = { (0,4), (0,7) }

M1 = {(1,8), (1,9), (1,5) }

M2 ={(2,12);(2,15); (2,13); (2,16);(2,9) }

Bemerkung:
Die Tupel mit 1. Komponente = 0 charakterisieren die Menge MO.
Die Tupel mit 2. Komponente = 0 charakterisieren die Menge M2, usw.

4.3.1.2 Definition

A = Menge der natiirlichen Zahlen= {0; 1 ;2 ;3 ;4; 5...} mitder bekannten Relation <
B = Menge der natiirlichen Zahlen= {0;1;2;3;4; 5...}

fi:={((a,atl),at2)|ajecA AareA}
g1 = {((b17b2)9 b1+b2) |b1€B/\b2€B}
fi((a;, ap)) = ap+ 1

gi((b1, b)) =b; + by

Ra:={(2,(0,1)); (4,(0,2));(F, (1,1)); (D, (1,2)) }

Regelnkurznotation:
% % g O { (), (ntly2) }
(091) (0,2) (191) (192) {(n+29 Y1+Y2)}

Also sind folgende Elemente aus I(R):
0,1) 5 (0,2) ;(1,1);(1,2)5(2,2) 5 (2,3), (2,4) 5 (3.3), (3.4) ; (3.,5), (3,6)
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4.3.1.3 Konkrete Beispiele (Anwendung des Satzes)
1) N[{0}]

Di[{0}]=1{L 2}, Z(0): =D ==>

N[{0}] =11, 2}

2) N[{1}]
Di[{1}]={1,2} ,Z2(0): =& ==>
N[{1}]={1,2}

3)N[{2}]
DI[2H=2 , Z2)={ (01,1)) } =>

N[{231=  J  &lN[a}]x..xN[{a,}]] v Di[{2}]=

(ay,...a,,i)eZ(2)

@l N[{0;] x N[{1}] ] =g {1.2} x {1.2} ] =&[{(1,1), (1,2), (2,1), (2,2) }] = {2,3,4}

3) N[{3}]
Di[{3}]=9 , ZB3)={(1,2,1)) } =>

NI3= U alNHalx..xNl{a, 311 v Di[{3}]=

g N[{I}]x N[{2}] ] =ai[{1,2} x {2,3,4}] =
gi[{(1,2), (1,3), (1.4), (2,2), (2,3), (2.4) }] = {3,4,5,6 }
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4.3.2 Terme mit Werten
4.3.2.1 Motivation

Es wird beabsichtigt, Terme der folgenden einfachen Form zu definieren und die Werte davon
zu berechnen:

(3+5) --—>Wert=28

(((3+5)*(3-2))+2) --->Wert=10

4.3.2.2 Definition
A={0;1;2;3;4:5;6;7;8;9;(;);+:-3%;/;+;: }*

B={0;1;2:3;4;5;6;7;8;9; -5, }*
|Q = Menge der rationalen Zahlen — B
Eine rationale Zahl wird durch (evtl. durch ein negatives Vorzeichen) und ein Paar von

natiirlichen Zahlen angegeben, das durch einen Doppelpunkt getrennt ist.
3:5 bedeutet steht somit fiir 3/5 = 0,6

Gl =4

fi((a1, a2)) = (a1 + ay)
f((a1, 22)) = (a1 - ap)
f3((a1, a2)) = (a1 * ap)
f4((a1, az)) = (a1 / az)

g1((b1, by)) = add(by, by)
gz((bl, bz)) = sub(bl, bz)
23((b1, bz)) = mul(by, by)

g4((by, by)) = div(by, by)
Ra:={(9,(a,a)ae|Q}
also:D;={(a,a)|a €|Q} und Di[{z}] = {z}

4.3.2.3 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 2

1) Vi<|G| fj entscheidbar und g;j[] ist berechenbar und V(by, ..., b;))eB* |gi{(by, ..., by)}] | <
00 und D[] ist berechenbar und Vae A D;[{a}]< 00

2) Die Relation < ist eine ldngen-lexikographische Ordnung auf A = {ay, a;, a,, a3, a4, ...} mit
o< a1< ay< a3< a4 <... und A ist aufzdhlbar mit folgender Eigenschaft:
((aj, ap),a)e fi=—=> a;<a A a»<a
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4.3.2.4 Konkrete Beispiele (Anwendung des Satzes)

1) N(z), wobei z eine rationale Zahl ist.
Z(z)=I

Di[{z}] = {z}

also:

N[{z }]=Dil{z}] = {z}

2) N[{ (z }], wobei z eine rationale Zahl ist.
Z((z) =<

Di[{(z}] =9

also:

N[{(z}] =9

3) N[{ (z* }], wobei z eine rationale Zahl ist.
Z((z*) =9

Di[{ (z*}]=C

also:

N[{ (z*}]=¢

4)N[{ z) }], wobei z eine rationale Zahl ist.
2(z)) =

Di[{z)}] =9

also:

N[{2)}] =9

5)N[{ *z)}] , wobei z eine rationale Zahl ist.
Z(*z)) =2

Di[{*2) }] =9

also:

N[{*z) }] =<

6) N[{ (2**3) }]

Di[{ (2**3)) =

Z((2**3)) = {(2%,3,3);(2,%*3),3)}

N[{(2**3)}] = U  &[Nla}xN[{a,}1] U Di[{2**3)}]=
(ay,ay,i)€Z((23))

[ N[{2*}] x N[{3}] ] U gs[ N[{2}] x N[{*3}] ] =

[Ox {3} Jug[i2}xD]=g[@lug[(d]=0 vO=0

also:

N[{ (2**3))=0
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7) N[{ (a*b) }], wobei a und b rationale Zahlen sind.

Di[{ (a*b) }] =<

Z((a*b))={(a,b,3)}

N[{(a*b)}] = U  &INHa}xN[a,}]] v Di[{@a*b)}] =
(ay,a,,i)€Z((a*b))

glz[ N[{a}]x N[{b}]]=g[ {a} x {b} ] =g[ {(a,b)} ] = {mul(a,b) }

also:

N[{ (a*b) }] = {mul(a,b)}

8) N[{ ((2*3)+(4*3)) }]

Di[{ ((2*3)+(4*3)) }] =&

Z(((2*3)+H(4*5)) = { (2*3) , (4*5) , 1) ; (2, 3)+(4*5),3) ; ((2,3)+(4*5),3)}

N{(@*3)+(4*5)}] = U g N[Ha j1xN[{a,j]]1 © Di[{(@*3)+(4*5))}] =
(a1 sy L) €Z(((2*%3)+(4%5)))

gil N[{2*3)} ] x N[{(4*5)}] ] © gs[ N[{(2}] x N[{3)+(4*5)}] | v

[ N[{@2*3)+(@4}]1 x N[{5)}]]=

gil {6} x {20}] U [P xN[{3)+(@4*5)}]] U g N[{2*3)+(4}]x ] =

gi[{(6,20)}] L gs[F] U gi[D ] = 23[{(6,20)}] = {26}

N[{ ((2*3)+(4*5)) }]1= {26} U T U T = {26}
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4.3.3 Mehrdeutige Terme (mit verschiedenen Werten)
4.3.3.1 Motivation

Es wird beabsichtigt, Terme der folgenden einfachen Form zu definieren und die Werte davon
zu berechnen:

3+5+7 --->Wert=15

10-5-1 ---> Wert =4 = (10-5)-1 oder Wert =6 = 10-(5-1)

100/ 10 / 2 --->Wert= 5=(100/10)/2 oder Wert 5=100/(10/2) =20
102 ---> Wert = 10/2 = 5 oder Wert=10-2=8

3:5+8:5 --->Wert=11:5

4.3.3.2 Definition
A={0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;+;-;%;/;+;: }*

B={0:1:;2;3:4;5;6:7;8;9;-;: }*
|Q = Menge der rationalen Zahlen — B
Eine rationale Zahl wird durch (evtl. durch ein negatives Vorzeichen) und ein Paar von

natiirlichen Zahlen angegeben, das durch einen Doppelpunkt getrennt ist.
3:5 steht somit fiir 3/5=0,6

G =4
Ry:={(3.(q.9)[q€lQ}

also: D1 ={(q,q) [q € Q} und Di[{z}] = {z}
Fiir alle a;€ A a; €A gilt per Definition:

fi((a, ap)) =a; + a

fz((a1, az)) =ar-a

f3((a1, a2)) = a; * a;

f4((a1, az)) =ai / ar

f5((ar, ) = a; + a

Fiir alle b;€|Q b, €|Q gilt per Definition:

g1((b1, bz)) = add(bl, bz)

gz((b1, bz)) = Sub(bl, bz)

g3((b1, bz)) = mul(bl, bz)

g4((b1, bz)) = diV(bl, bz)

gs = { (b1, b2) , sub(by, b)) [b1€]Q A b2€]Q JU { (b, b2) , div(by, b2)) [ b1€|Q A b2€|Q }

Bemerkung:

Das Zeichen = ist dhnlich dem aus der Mitternachtsformel bekanntem Zeichen + zu
interpretieren.
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4.3.3.3 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 2

1) Vi<|G| fj entscheidbar und g;j[] ist berechenbar und V(by, ..., b;)eB* |gi{(by, ..., by)}] | <
00 und D[] ist berechenbar und VYae A D,[{a}]< 00

2) Die Relation < ist eine ldngen-lexikographische Ordnung auf A = {ay, a;, a,, a3, ay, ...} mit
< a1< ay< a3< a4 <... und A ist aufzdhlbar mit folgender Eigenschaft:
((aj, ap),a)e fi=—=> a;<a A a»<a

4.3.3.4 Konkrete Beispiele (Anwendung des Satzes)

1) N[{z}], wobei z eine rationale Zahl ist.

N[{z}] = Di[{z}] = {z}

2) N[{*3}]

Di[{*3}]=C

Z(*3)=

N[{*3}]=Di[{*3 }] =D ==>
N[{*3}]=9

3) N[{r—s}], wobei r und s rationale Zahlen sind

Di[{r-s}]=Q

Z(r-s)={(r,s,2)}

N[{r-s}] =g N[{r}] x N[{s}]] © Di[{r-s }] =g[ {r} x {s} ] U Di[{r-s}]=
gf {(r,8) } 1= { sub(r,s) } ==>

N[{r-s}]= { sub(r,s) }

AHN[{10-7-1}])

D|[{10-7-1}]=Q

Z10-7-1)={(10,7-1,2),(10-7,1,2)}

N[{10-7-1}1=  |J &[N[{a}]x..xN[{g,}]] U D[{10-7-1}]=

2 N[{10}] x N[{7-1}] J U g N[{10-7}] x N[{1}] ] w Dy[{10-7-1}] =
g {10} x {sub(7,1)} ] U g {sub(10,7)} x {1} ] =

gl {10} x {6} TU [ 3} x {1} ] = @[{(10,6)}] U L[{B,D}] = {4}ui2)= (4;2} —>
N[{10-7-1}]= {4;2}

5)N(r +s ), wobei r und s rationale Zahlen sind und r # s.
Di[{r+s}]=9

Z(r+s)={(r,s,5)}

Nifrss31= |J  &lN[a}lx..xN[{g,}]] U Dil{rss }]=

(ay,...a, i)eZ(r+)

gs[ N[{r}] x N[{s}] ] =gs[ {r} x {s} ] =gs[{(r;s) }] = { sub(r,s), div(r,s) }
N[{r-s}] = {sub(r,s), div(r,s) }
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6) N[{30 + 6+ 4}]

Di[{30+6+4}]=C

7Z30+6+4) ={(30=6,4,5), (30,6+4,5)}

N[{30+6+4}]= U g[N[{a,}]x..xN[{a,}]] U Di[{30+6+4}]=
(aytty i) €Z (300 )

25[N(30 + 6) x N(4)] U gs[N(30) x N(6+4)] =

gs[{24:5} x {4}] © gs[{30} x {2;1,5}] =

gs[{(24:4) ; (5:4)}] © g5[{(30;2) ; (30;1,5)}] = (Lemma L2)

e[ {24:4)}] U g[{(5:4)}] U g:[{(30:2)}] U gs[{(30:1,5)}] =

{sub(24:4), div(24;4)} U {sub(5;4), div(5;4)} U {sub(30;2), div(30;2)} U

sub(30;1,5), div(30;1,5)} =

{20;6} U {1;1,25} U {28;15} U {28,5;20} =

{1;1,25;6;15;18; 28;28,5}
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4.3.4 Ein "Spiel"

Gegeben sind nummerierte Kugeln, die als Inhalt verschiedene Zahlenwerte haben.

Diese kann man durch verschiedene Zahlentupel darstellen, die alle den gleichen ersten Wert

haben, wie z.B: (3, 5) (3,9) (3, 4)

Jeweils zwei Kugeln werden kombiniert und erzeugen eine dritte Kugel.

Ein Spieler muss raten, ob die Summe aller Zahlen in einer bestimmten Kugel einen
bestimmten Wert hat (bzw. iiber oder unterschreitet).

Die Regeln:

A=B=1{0,1,2,3,4,5,...}

fl((a1, az)) =2a; +a

g1=1{((b1,b2),bi+2by ) [b1eB A beB}U { (b1, by), bithy)[b1eB A beB}
RA = { (®7(1’3))’ (@,(2,1)) }

IG[=1

Regelnkurznotation: (a;€A , a,€A, b;eB, b,eB)
2 % {(a1,b1), (a2,b2)} {(a1,b1), (a2,b2)}

(1 ,3) (2,1) (2a1+a2,b1+2b2) (2a1+a2,b1+b2)

4.3.4.1 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 2

1) Vi<|GJ=1 fj entscheidbar und g;j[] ist berechenbar und
Vv(by, ..., b)eB* |gi[{(bi, ..., by)}] | <00 und D[] ist berechenbar und Vae A D,[{a}]< 00

2) Die Relation < ist die bekannte Relation auf A = [N mit folgender Eigenschaft:
((a, ap),a) € f; => ga;<a Am;p<a
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4.3.4.2 "iterative'" Berechnungen

DO:
%)

D1:
(1,3);(2, 1)

D2:

(1,3); 2, )==>(45); 44
(2,1); (L, 3)==>(57);(54)
(1,3);(1,3)==>(3,9); (3,6)
(2,1);(2,1)==>(6,3);(6,2)
also:

(1,3);2, 1)

(3,9);5(3,6)

(4,5); (4,4

(5,7) 5 (5:4)

(6,3);(6,2)

D3:

(1,3); (3,9 ==>(5,21); (5,12)
(3,9, 3)=>(7,15);(7,12)
(3,9);(3,9) ==>(9,27); (9,18)
(1,3); (3,6)==>(5,15); (5,9)
(3,6); (1,3) =>(7,12) ; (7,9)
(3,6) ; (3,6) ==>(9,18) ; (9,12)
(1, 3); (4,5) ==> (6,13) ; (6,8)
(4,5)5(1,3)==>(9,11); (9,8)
4,5); (4,5) ==>(12,15); (12,10)
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4.3.4.3 '"rekursive" Berechnungen

1)

Di[{1}]= {3}
Z(1) =, also
N[{1}]= {3}

2)
Di[{2}] = {1}
7(2) =9, also

N[{2}] = {1}
3)
Di[{3}]=©

Z(3) ={1,1,1)},also
N[B3= U @lN[a}lx.xN[{a,}]] U Di[{3}]=

g N[{I} ] x N[{1}] ] © Di[{3}] =g {3} x {3} | =&i[ {(3.3)} ] = {6,9} , also:

N[{3}] = {6,9}

4)
Di[{4}]=9
Z4) ={(1,2,1)},also

N l= U &lNHadlx.xN[a, 3] v Di[{4}]=
g N[{I}]x N[{2}] ] © Di[{3}] =gl {3} x {1} | =ai[ {3, D} ] = {4.5}

also:
N[{4}] = {4,5}

5)
Di[{5}]=9
Z(5) ={(1,3,1),(2,1,1) },also

N[531= U elN[a}lx..xN[{a,}]] L Di[{5}]=

gil N[{1}]1x N[{3}]] © gil N[{2}] x N[{1}]] U Di[{3}]=
gil {3} x{6,9} ] vg[{l}x {3} ]=

gl[ {(3’6)a (359)} ] o gl[{(173)} ] = {97 157 127 215 45 7 }
also:

N[{5}]={4,7,9,12,15,21}
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Grenzen des RekIndsatz 2

4.3.5 Beispiel
Die Regeln der Bruchrechnung in der Mathematik

X% _ XN X0

(R1)
Ve W B4R
KX XYy TN (R2)
i N2
ERENNE ®3)
i V2o Wi
ERENESN R4)
i Voo X,

motivieren die Regeln:

R={ ({(x1, y1), (X2, ¥2)}, (X1:y2 + X2.¥1, Y1-2 ) »
(X1, ¥1), (X2, Y2) 5 (X1:y2 - X2.¥1, Y12 ) 5
(X1, y1), (X2, Y2)}» (X1X2, y1¥2) )
(11, y1), (X2, y2)}, (X1X2, y1y2) ) } Y
{(9,(2,3)),(D,(45)) }

Leider kann man dann den RekIndsatz 2 nicht mehr anwenden, da die Voraussetzung nicht
mehr gilt:
z..B. hiangt der Zahler x,.y; + X,.y; bei (R1) nicht mehr nur von x; und x; ab !



4.4 Beispiele zum RekIndsatz 4 Version 2

4.4.1.1 Definition allgemeiner Terme

GZ sei eine endliche Menge

X=(GZU{(;); b sbnsfi s fimsgus g ) *

wobei GZ irgendwelche Grundzeichen sind wie a, ..., z

515 ...; fon sind 2-stellige Operatoren wie z.B. die Addition

f11; ...; fim sind einstellige Prafixoperatoren wie z.B. das Vorzeichen -
g11; ...; g1+ sind Postfixoperatoren wie z.B. * bei reguldren Ausdriicken.

RT=
{({x1, X2}, (X1 1 X2)) | x1eX A XX} U

'{”({Xl, X2}, (X1 fn X2)) | X1€X A XX} U
{ ({x}, (fiix) ) | xeX v

'{”({X}, (fimx) ) | xeX U
{({x), (xgn)) [xeX v

( (0, (x ) | xeX } U
U Rra
wobei

Rra:={(J,a)|aeGZ }

Regelnkurznotation: (re X , se X)

& {r;s} {r} {r}
- aeGZ e e e
a (rfis)  (fir) (rgn)

Die induktive definierte Menge I(Ry) ist die Menge aller allgemeinen Terme

4.4.1.1.1 Hilfslemma HL1
Ein allgemeiner Term beginnt entweder mit der 6ffnenden Klammer ( und endet mit der
schliessenden Klammer ) oder der Term besteht nur aus einem Grundzeichen aus GZ.

Beweis: (Induktion {iber Termaufbau)
B(T) :<==> T beginnt entweder mit der 6ffnenden Klammer ( und endet mit der

schliessenden Klammer ) oder T besteht nur aus einem Grundzeichen aus GZ.

1) T=aeGZ
trivial

2) Induktionsvoraussetzung B(T1)e I(Rt) und B(T2) € I(Ry)
also folgt sofort B( (T1 f3; T2) ) und B( (T1 g;;) ) und B((g;;i T1) )
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4.4.1.1.2 Hilfslemma HL2
In einem allgemeinen Term ist die Anzahl schliessender Klammern gleich der Anzahl
offnender Klammern.

Beweis: (Induktion iiber Termaufbau)

B(T) :<==> Anzahl 6ffhender Klammern in T = Anzahl schliessender Klammern in T
1) T=aeGZ

Da ein Grundzeichen keine Klammern enthélt, gilt die Aussage trivialerweise.

2) Induktionsvoraussetzung B(T1)e I(Rt) und B(T2) € I(Ry)
also folgt sofort B( (T1 f3; T2) ) und B((T1 g;;) ) und B((g;i T1) )

4.4.1.1.3 Hilfslemma HL3

Die Zeichenkette s ist echtes Anfangsstiick eines allgemeinen Terms T,

kurzs <T==>

Die Anzahl der 6ffnenden Klammern in s ist grof3er als die Anzahl der schliessenden
Klammern in s.

Beweis: (Induktion iiber Termaufbau)
B(T) :<==> obige Aussage

1)aeGZ

trivial

2) Es gelte Behauptung fiir einen Allgemeinen Term T; und
fiir einen Allgemeinen Term T».
Zeige Behauptung fiir (T1 fy; T2)

Betrachte:
(] 11 [ T2 [)]
— _/

Y
s beginnt bei "(" und geht maximal bis ein Zeichen vor ")"

Falll: s =(
trivial

Fall2: Das Ende von s reicht in T1 rein
Da nach Voraussetzung die Anzahl der 6ffnenden Klammern groer der Anzahl der
schliessenden Klammern ist, folgt die Behauptung.

Fall3: Das Ende von s ist " f5;"

trivial

Fall4: Das Ende von s reicht in T2 rein

Da nach Voraussetzung die Anzahl der 6ffnenden Klammern grofer der Anzahl der

schliessenden Klammern ist, folgt die Behauptung.

3) Es gelte Behauptung fiir einen Allgemeinen Term T
Zeige Behauptung fur (T g;i)

Betrachte:
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Ll T el ]
N Y

~
s beginnt bei "(" und geht maximal bis ein Zeichen vor ")"

Falll: s =(
trivial

Fall2: Das Ende von s reicht in T rein
Da nach Voraussetzung die Anzahl der 6ffnenden Klammern grofer der Anzahl der
schliessenden Klammern ist, folgt die Behauptung.

Fall3: Das Ende von s ist "g;;"
trivial

4) Es gelte Behauptung fiir einen allgemeinen Term T
Zeige Behauptung fiir (f;; T)

Betrachte:

LClfi] T2 )]
C y

~
s beginnt bei "(" und geht maximal bis ein Zeichen vor ")"

Falll: s =(
trivial

Fall2: Das Ende von s reicht in T rein
Da nach Voraussetzung die Anzahl der 6ffnenden Klammern grofer der Anzahl der
schliessenden Klammern ist, folgt die Behauptung.

Fall3: Das Ende von s ist "f};"
trivial

4.4.1.1.4 Hilfslemma HL4
Ein allgemeiner Term kann nicht echtes Anfangsstiick eines anderen allgemeinen Terms sein.

Beweis:

Wire T1 echtes Anfangsstiick von T, dann wére nach vorigem Lemma:

Die Anzahl der 6ffnenden Klammern in T1 ist grofer als die Anzahl der schliessenden
Klammern in T1. Dann wire nach einem obigen Lemma T1 kein allgemeiner Term.

Tl | |
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4.4.1.1.5 Satz iiber Monotektonie von allgemeinen Termen
Jeder allgemeiner Term ist monotektonisch aufgebaut, d.h:

R ist eine Regelmenge iiber X.

I(R) ist monotektonisch : <==>

vxel(R) 3 genau ein Mc I(R) (M,x)eR

d.h:
VTel(Rt) 3 genau ein T1e I(R) 3 genau ein T2€ I(R) ({T1,T2},(T1 f5; T2))e Rt oder
({T},((f1i T) )eRroder ({T},((T gi;) )eRt oder (J,T) eRr

Beweis:

Eindeutigkeit:

1)

Annahme: T = (T1 £5; T2) = (T'l f;; T'2) wobei T1#T'l und T2#T'2 und
T1,T'1,T2,T'2 allgemeine Terme sind.

L] T [£ai ] T2 D]

Wire T nicht eindeutig, konnte T wie folgt aussehen.
(] Tl [ £ ] T2 ]

Damit wire T'l echtes Anfangsstiick von T1. Widerspruch.

2)
Annahme: T = (f}; T1) = (T2 gi;) wobei T1,T2,T allgemeine Terme sind.

LC L Tl BY

Wire T nicht eindeutig, konnte T wie folgt aussehen.

(] T2 il |

Damit wiirde T2 mit f}; beginnen. Widerspruch

3)
Annahme: T = (f}; T') = (T1 f5; T2) wobei T1,T2,T' allgemeine Terme sind.

LC L6 T D |

Wire T nicht eindeutig, konnte T wie folgt aussehen.

(] T [ ] T2 BN

Damit wiirde T1 mit f}; beginnen. Widerspruch

62



4)
Annahme: T = (T' g;;) = (T1 f; T2) wobei T1,T2,T' allgemeine Terme sind.

(] T2 il |

Wire T nicht eindeutig, konnte T wie folgt aussehen.

(] Tl [ i T2 D |

Damit wiirde T2 mit g;; enden. Widerspruch
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4.4.2 Zahlenterme mit Werten
4.4.2.1 Motivation

Es wird beabsichtigt, Zahlenterme der folgenden einfachen Form zu definieren und die Werte
davon zu berechnen:

(3+5) --—>Wert=28

(B+5)*(4+1)+2) ---> Wert=42

4.4.2.2 Zahlenterme

Eine rationale Zahl wird durch (evtl. durch ein Vorzeichen) und ein Paar von natiirlichen
Zahlen angegeben, das durch einen Doppelpunkt getrennt ist.

3:5 steht somit fiir 3/5=0.6

|Q = Menge der rationalen Zahlen.

X={0;1;2;3:4:;5;6;7:;8:;9;(;);+;-3%;/;+;: }*

RTerme=

{(x1, X2}, (X1 +X2)) [ x1€X A X26X]} U
{ (X1, X2}, (X1 -x2) [ x1€X A XX} U
{ ({x1, X2}, (X1 *X2)) [ x1€X A XX} U
{ ({x1, X2}, X1/ x2)) | x1€eX A x0€X}} U
{(J,a)]aeQ}

Regelnkurznotation: (re X , se X)

& {r;s} {rysp {rssp s}
--- wobei aeQ -
a (r+s) (r-s) (r*s) (r/s)

Die induktive definierte Menge I(Rreme) ist die Menge aller arithmetischen Zahlenterme.
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4.4.2.3 Regeln fiir Zahlenterme mit Werten

A = I(RTerme)
B=1Qu {7}

fi=1{ ((T1,T2),(T1+T2)) | Ty und T, sind arithmetische Zahlenterme }

f;=1{ ((T,T2),(T;-T,)) | Ty und T, sind arithmetische Zahlenterme }

f3={ ((T1,T2),(T:*Ty)) | Tiund T, sind arithmetische Zahlenterme }

fs={ ((T},T2),(T1/T2)) | T; und T, sind arithmetische Zahlenterme }

g1 = { ((by, by), add(by, by)) |b1eQ AbeQ }

g = { ((b1, b2), sub(by, by)) [b1eQ A b€Q }

g3 = { ((b1, b2), mul(by, by)) [b1eQ Ab2€Q }

g4+={ (b1, b2), div(by, b2)) [b1€Q Ab2eQ } U {((b,0),?) [beQ }
U@, 10 {{®,?7),7)[beQ} U {((?,b),?)|beQ}

F={f1,f2,f3,f4}

S ={(a,a)laeQ}

also Axiome = { (J, (a,a)) |a €Q }

4.4.2.4 Regelnkurznotation

(Ti, wi), (T2, wa)

((T1+T2), add(wi,w2))

(T1, wi), (T2, w2)

((Tl-Tz), sub(w1 ,Wz-)-)

(T, wi), (T2, w2)

((T1*Ty), mul(wl,w-z))

(T, wi), (T2, w2)

((Tu/To), ga(wiw2)

falls T; und T2 ein arithmetische Zahlenterm ist

falls T; und T2 ein arithmetische Zahlenterm ist

- falls Ty und T2 ein arithmetische Zahlenterm ist

- falls Ty und T2 ein arithmetische Zahlenterm ist
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4.4.2.5 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 4 Version 2

1) VfieF fj entscheidbar und gj[] ist berechenbar und V(by, ..., by)eB* |gi[{(bi, ..., by)}] | <00
und D[] ist berechenbar und VaeA D;[{a}]< 00

2)

A = {ay, aj, ay, a3, ay, ...} wird langen-lexikographisch geordnet mit: ap< a;< a,< az< ag <...
A ist aufzédhlbar mit folgender Eigenschaft:

((a, &),a)e fi==> a;<a A ay<a

3) Rp ist die durch F und die Projektion von S in die 1. Koordinate induzierte Regelmenge.

Rg = Rreme = { ({T1, T2}, T) [ (T4, T2),T)eF} © {(J.a) | a€Q }

4) (P(A), Rg, A) ist linkseindeutig und rechtstotal
Da Rreme (=RF) monotektonisch ist, folgt Behauptung sofort.

5) F ist disjunkt zerlegbar.
klar

6) Vf; €F g ist rechtseindeutig
klar, da g; jeweils eine Abbildung ist.

7) S ist rechtseindeutig
S={(a,a)]aeQ}
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4.4.2.6 Anwendung des RekIndsatz 4 Version 2

Wenn ae A=Menge aller arithmetische Zahlenterm , dann gilt:

N(a) = S(a) falls (J,a)eRg
N(a) = gi( (N(aj), N(az)) ) sonst, wobei Z(a) : = { (a;, a2 ,1) }
also:

Wenn ae A=Menge aller arithmetische Zahlenterme , dann gilt:
N(@@)=a falls acQ
N((ai*az) ) = add( (N(a1), N(a2)) )

N( (a-a2) ) =sub( (N(a;), N(a2)) )

N((a1*az) ) =mul( (N(a)), N(az)) )

N( (ar/az) ) = ga( (N(a1), N(a2)) )

4.4.2.7 Beispiel

1) N((3/0))
N((3/0)) = g«( (N(3), N(0)) ) =ga( (3,0) ) =7

2)N((7-7))
N((7-7) ) = sub( (N(7),N(7)) ) =sub( (7,7) )=0

3) N((B/0)(7-7)) )
NC(G/0)/(7-7)) ) = ga( (N((3/0)) , N((7-7)) ) =
g (7,0)=7
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4.4.3 Semantik reguldrer Ausdriicke

4.4.3.1 regulirer Ausdruck

Ein reguldrer Ausdruck wurde oben definiert.

Er ist monotektonisch aufgebaut.

Zu einem reguldren Ausdruck gehort eine Sprache, wie z.B. x* (wobei x ein Zeichen ist) die
Menge aller Worter x, xx, xxx, usw. gehort (einschlieBlich des leeren Worte).

Das Ziel ist hier zu testen, ob eine Zeichenkette zu einer Sprache eines reguldaren Ausdrucks
gehort.

4.4.3.2 Regeln fiir regulire Ausdriicke und deren Sprache

A = Menge aller regulidren Ausdriicke.
V:={a;..;z} V fiir Vocabulary

V* .= Menge aller Worter iiber V

B =P( V*)=Menge aller Teilmengen von V*

E sei Lc V*, also LeP(V*)und T < V*, also TeP(V*) ; d.h. L und R sind Sprachen.
Dann wird definiert:
leeres Wort : =""

JL'="uL ULoLuULoLoLu..
ieN
LoT:={lr|leLundreR } wobei Ir die Konkatenation von 1 und r ist.

fi={ ((r1,r2),(r1+ 12)) | ryund r, sind reguldre Ausdriicke }
f,={ ((r1,r2),(r1 |12)) | riund r, sind regulire Ausdriicke }
f3={ (r,(r*)) | rist ein regulirer Ausdruck }
g={((L,Ly)), LioL)|LieBALeB}
2={((L, L), Livul,)|LieBALeB}
g={(L [JL)|LeB}

ieN
F={fi,H,f}
S := {(a, a)| a ist Kleinbuchstabe }
also Axiome = { ({J, (a, a)) | a ist Kleinbuchstabe }
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4.4.3.3 Regelnkurznotation

--------- r ist Kleinbuchstabe

(r1,Ly), (2, o)

-- fallsr; und r; ein reguldrer Ausdruck ist
(Li+Ly), Lio Ly)

(r, L), (2, Ly)

falls r; und r; ein regulérer Ausdruck ist

((r1|r), LIV Ly)

(r,L)

falls r ein reguldrer Ausdruck ist

@), U

ieN

4.4.3.4 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 4 Version 2

Zur Berechenbarkeit:
Betrachte das Kriterium von RekIndsatz 2
v(by, ..., beB* |gi[{(by, ..., by)}] | <00
konkret:
&={(L, [JL')|LeB},also |g[{(L)}]|=00
ieN
Damit ist dieses Kriterium nicht mehr erfillt.
Es kann also nicht mehr die Berechenbarkeit von N gefolgert werden.

3) Rg ist die durch F und die Projektion von S in die 1. Koordinate induzierte Regelmenge.

Rr=Rg = { ({t, t2}, V) | (t1, t2),H)eF} U {(D,a) | acQ } = Menge aller reguldrer Ausdriicke.

4) (P(A), Rg, A) ist linkseindeutig und rechtstotal
Da Rgr (=Rf) monotektonisch ist, folgt Behauptung sofort.

5) F ist disjunkt zerlegbar.
klar

6) VfieF g; ist rechtseindeutig
klar, da g; jeweils eine Abbildung ist.

7) S ist rechtseindeutig
S = { (a, a)) | a ist Kleinbuchstabe }
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4.4.3.5 Anwendung des RekIndsatz 4 Version 2

Wenn ae A=Menge aller reguldren Ausdriicke, dann gilt:
N(a) = Dy(a) falls (&,a)eRr
N(a) = gi( (N(a1), N(az)) ) falls (J,a) &Ry
sonst, wobei Z(a) : = { (a;, a2 ,1) }

also:

k ist ein Kleinbuchstabe, a, a; und a, sind regulire Ausdriicke. Dann gilt:

N(a) = {a} falls a ein Kleinbuchstabe

N( (a;taz) ) = N(a;) o N(ap) falls (a;+a;) reguldrer Ausdruck
N((a;]az) )=N(a;) U N(ap) falls (a; | ap) reguldrer Ausdruck
N((@*)) = U N(a)’ falls (a*) reguldrer Ausdruck

ieN

Wobei die Berechenbarkeit von N nicht mehr gefolgert werden kann !!!

Das macht aber nichts aus, da nur getestet werden soll, ob eine Zeichenkette z zu einer

Sprache N(r) eines reguldren Ausdrucks r gehort.
Dies wird im Folgenden behandelt.
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4.4.4 Semantik reguliarer Ausdriicke (praktische Anwendung)

Um programmtechnisch nachzuweisen, ob eine gegebene Zeichenfolge (der Lange n) zur
Sprache eines reguldren Ausdrucks gehort, kann man obigen Ansatz nicht verwenden, da

U N(r)" nicht mehr berechnet werden kann (unendlich viel Zeit benétigt).
ieN
Aber man kann ausniitzen, daB3 die gegebene Zeichenfolge eine bestimmte Linge n hat.

4.4.4.1 Lemma

Essei|z|=nund L #Z und L # {""}, dann gilt:
Uz ="uL ULoLu..UL"

ieN

Beweis:

Zu zeigen:

ze UL U LoLu..uL"UL™U.. <==>ze"™ UL U LoLuU..UL"
1) <==

trivial

2) ==>

ze" UL U LoLu..uL"uL™U..

Also eistiert ein i mit ze L

Fall 1: i<=n

alsoze " UL U LoLu...uUlL"

Fall 2: i>n

also existieren 11, 12, ...,1i mit

Ile Lund ... und lieL und z =11+...+li (wobei + Konkatenation ist), also
|z|>1>n,also n=|z|>n, also n#n (Widerspruch)

Das Ziel ist zu testen, ob eine Zeichenkette z zu einer Sprache eines reguldren Ausdrucks r
gehort. Dazu macht man folgende Definition:

4.4.4.2 Definition der Abbildung el

z ist eine Zeichenkette und r ist ein reguldrer Ausdruck
Definiere die Abbildung el (intendiert Element von):
elz,r):=1, falls z € N(r)

el(z,r): =0, falls z ¢ N(r)

4.4.4.3 Satz

k ist ein Kleinbuchstabe, a, a; und a, sind reguliare Ausdriicke. Dann gilt:

N(k) = {k}

N( (artaz) ) = N(a1) o N(az)
N((ai]a2) ) =N(a)) v N(a2)
N(@*)) = |JN(@)

ieN
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4.4.4.3.1 Satz
k ist ein Kleinbuchstabe, a, a; und a, sind reguliare Ausdriicke, z sei eine Zeichenkette.
Dann gilt:

el(k, k) =1

el(z, (ait+ay)) = Zel(zl ,a,)-el(z,,a,)
el(z, (an | ) = el(z, a) + el(z, 2)

el(z, @) = D el(z,a)-..-el(z,,a)

und el ist berechenbar.

Bemerkungen:
Das Zeichen - ist das logische UND, + (bei der Summe) ist das logische ODER

Beweis:

1) reguldrer Ausdruck k ist ein Kleinbuchstabe
el(k k) =1 <=>keN(k) <==> ke {k}

also

ellk,k)=1

2) reguldrer Ausdruck ist von der Form (a;+a;)
el(z, (ajtay)) =1 <==>z e N((a;*tay)) <==> z € N(a;) o N(ap) <==>
existiert eine Zerlegung z = z; + z; mit z; € N(a;) und z; € N(ay) <==>
existiert eine Zerlegung z = z; + z; mit el(z;, a;) = 1 und el(z,, a) = 1 <==>
existiert eine Zerlegung z = z; + z; mit el(zy, a;) - el(z, ap) = 1 <==>

D el(z,,a))-el(z,,a,) = 1,als0: ez, (arta)) = Y el(z,,a,) el(z,,a,)

z=z1422 z=z1422

3) regulédrer Ausdruck ist von der Form (a| ay)

el(z, (ar |ax)) =1 <==>z € N((a| | ay)) <==> z € N(a;) U N(a) <==>
zeN(a;) oder z eN(a;) <> el(z, a;) =1 oder el(z,a)=1 <>

el(z, a;) + el(z, ap) = 1, wobei + die mathematische Addition bedeutet, also:
el(z, (a; | ap)) =el(z, a;) + el(z, ay)

4) regularer Ausdruck ist von der Form (a*)

el(z, (a*)) =1 <==>zeN((a*)) <==> zeN( UN(a)i ) <=> zeN( ZN(a)i ) <=>
ieN i=0

existiert eine Zerlegung z=7z; + ... + zjund j <=nmit z,eN(a) und ... z; € N(a) <>

existiert eine Zerlegung z = z; + ... + z; und j <= n mit el(z;,a)=1 und ... el(z;,a)=1 <==>

existiert eine Zerlegung z=2z; + ... + zjund j <=nmit el(zy, a;) = 1 - el(zp, ay) = 1 <==>

Zel(zl,a)'...'el(zz,a) =1, also: el(z, (a*)) = Zel(zl,a)-...-el(zz,a)

z=z14+..+zf z=zl+..+zf

Bemerkung: Beweis fiir Berechenbarkeit fehlt noch !
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4.4.5 Spiel: Nimm-Spiel
4.4.5.1 Beschreibung des Spiels

Auf dem Tisch liegt ein Haufen von z.B. anzahl = 5 Streichhdlzern. Jeder Spieler muss eine
Anzahl zwischen 1 und 3 Streichhdlzern vom Tisch nehmen. Wer nicht mehr ziehen kann
(weil kein Streichholz mehr da ist) hat verloren.

Man kann das Spiel auch verallgemeinern:

Statt maximal 3 Streichho6lzer kann man maximal k Streichhdlzer nehmen.

Moglicher Spielverlauf:

(2,3) Spielerl zieht 2 Streichhdlzer, also aktuelle Anzahl 5-2 =3
(1,2) Spieler2 zieht 1 Streichholz, also aktuelle Anzahl 3-1 =2
(2,0) Spielerl zieht 2 Streichhdlzer, also aktuelle Anzahl 2-2 =0

Spieler 2 ist am Zug und hat verloren, weil der Haufen leer ist.

4.4.5.2 Regeln

A : = |N = Menge der natiirlichen Zahlen, einschlie8lich 0 mit der bekannten Relation <
B={1;1}

f={ ((n-3;n-2;n-1),n) | neAAn>3} U {((0,1),2);((0),1) }

F={f}
g : B* --> B ist eine Abbildung mit
g( (ey, ..., &) ) = -min(ey, ..., &) mit 1 <r<3

Axiome von R = { (& ,(0,-1)) }

4.4.5.3 Ordnungsrelation < auf A

In A = |N wird die bekannte Relation < verwendet.

4.4.5.4 Regelnkurznotation

(Z1 ) 61), cees (Zn ) en)

(z.g((e1,....en)) )

-- falls z, ..., z, Nachfolger von zund mit 1 <n <3
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4.4.5.5 Beispiel-Baum

((1,1) ;1)
(K ((3,4) ;-1) ((4,5); 1\)1 ((5,6) ;1)
(145D ((3,6):D) (4,71 ((1,5):1) ((2,6);:1) [((1,6) ;0)[[(2.7) 5- ((1,7) ;-1),

/N

(2,6):1) (B (LD [(@7D:-D] (L7 :-D)

((1,7) ;-1)

Dies ist der Baum zum Spiel mit Sollsumme = 7 und erster Augenzahl oben = 1
Der Baum wird von den Blittern (hier als umrandete Késtchen gezeichnet) ausgehend zur
Wurzel konstruiert.

4.4.5.6 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 4 Version 2

1) f entscheidbar und g[] ist berechenbar und V(by, ..., by)eB* |g[{(b, ..., by)}] | <00 und
D[] ist berechenbar und VaeA D;[{a}]< 00

2)
= IN wird mit der bekannte Relation < geordent.
Dann gilt fiir
f={ ((n-3;n-2;n-1),n) | neAAn=>3} U {((0,1),2);(0),1)}
die Eigenschaft:
A ist aufzédhlbar mit folgender Eigenschaft:
((a, ..., ar),a)e f => a<a A..Ana<a

3) Rp ist die durch F und die Projektion von S in die 1. Koordinate induzierte Regelmenge.
Rep={({n-3;n-2;n-1},n) [ neAAn=3} v {({0,1},2);({0},1)} v {(D.,0)}

4) (P(A), Rg, A) ist linkseindeutig und rechtstotal
klar

5) F ist disjunkt zerlegbar.
klar,da | F |=1

6) g ist rechtseindeutig
klar, da g eine Abbildung ist.
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7)
S = {(0,-1) }ist rechtseindeutig
klar

4.4.5.7 Anwendung des RekIndsatz 4 Version 2

Wenn a€ A, dann gilt:
N(a) =-1 fallsa=0
N(a) =g( (N(a;), ..., N(ay)) ) falls a>0
wobei Z(a) : = { (aj,

vy @r, 1)}
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4.4.6 Spiel: Tic Tac Toe

4.4.6.1 Beschreibung des Spiels

Ein 3x3-Feld (kurz: Feld, das aus 9 Zellen besteht) wird abwechselnd mit 1 und 2 belegt.
Wer zuerst 3 Einsen bzw. Zweien in einer Reihe hat, hat gewonnen.

Eine noch unbelegte Zelle wird durch den Wert 0 charakterisiert.

Derjenige fingt an, der eine Eins setzt.

X1 | X2 | X3

X4 | Xs | Xg| T > x| xo X3 xa | x5 [ %6 | X7 [ X5 ] %0

X7 | X8 | X9

4.4.6.2 Definitionen

1)

Ein Feld V ist korrekt : <==>

Anzahl der Zellen mit Wert 1 - Anzahl der Zellen mit Wert 0 ist 1 oder 0
und genau einer der Fille gilt:

a) V besitzt genau eine 1-Reihe und V besitzt keine 2-Reihe oder

b) V besitzt genau eine 2-Reihe und V besitzt eine 1-Reihe oder

c¢) V besitzt keine 1-Reihe und V besitzt keine 2-Reihe oder

d) V besitzt genau eine 1-Reihe und Anzahl 1-er groBer Anzahl 2-er.

e) V besitzt genau eine 2-Reihe und Anzahl 1-er groBer Anzahl 2-er.

2)

Ein korrektes Feld V heif3t ein Endfeld (Blatt) <==>

V besitzt genau eine 1-Reihe und V besitzt keine 2-Reihe oder

V besitzt genau eine 2-Reihe und V besitzt eine 1-Reihe oder

V besitzt keine 1-Reihe und V besitzt keine 2-Reihe und das Feld ist voll belegt.

3)

Ein korrekt belegtes Feld V' ist ein direkter Nachfolger eines korrekt belegten Nicht-
Endfeldes : <==>

V' belegt an einer Stelle, die in V unbelegt ist, diese Stelle.

Ein Endfeld hat keinen Nachfolger.

4)
Ein Feld heif3t n-belegt, wenn genau n Zellen mit 1 oder 2 belegt sind (bzw. wenn 9-n Zellen
unbelegt sind).

4.4.6.3 Bemerkung

Anschaulich gesehen, bilden die korrekten Felder (mit ihren Nachfolgern) einen "Wald", der
aus Baumen besteht. Jeder Baum ist ein Element einer induktiv definierten Menge, die von
den Bléttern her von unten aufgebaut wird.
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4.4.6.4 Regeln

A : = Menge aller korrekten Felder
B={1;0;1}
f={((Vi..,V),V) |VEAAV €A A ... AV, €A, wobei V|, ...V, Nachfolger von V }
g((ey, ..., €)) =-min(ey, ..., €)
S:= {(V,1) | V besitzt genau eine 1-Reihe und keine 2-Reihe }u
{(V,-1)| V besitzt genau eine 2-Reihe und keine 1-Reihe } U
{(V,0) | Vistvoll belegt und besitzt keine 1-Reihe und keine 2-Reihe }

4.4.6.5 Regelnkurznotation

........ falls (T,(V , ¢))e Ax(R)

{(Vi,e1),....,(Vn,€n) }

(Vag( (61,...,en)) )

falls Vi, ..., V,, Nachfolger von V

4.4.6.6 Ordnung

Man bildet wie folgt eine geordnete Liste der korrekten Felder:

Man sortiert alle vollbelegten Felder (also 9-belegten Felder) dem Alphabet nach (0<1<2) und
fiigt sie in die Liste ein. Dann sortiert man alle 8-belegten Felder und fiigt sie an die Liste an,
usw.

Die Menge aller so konstruierten Felder bilden die Menge A der korrekten Felder mit der
entsprechenden Ordnungsrelation <
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4.4.6.7 Spielbaum

Ein Spielbaum (der z.B. mit einem unbelegten Feld beginnt), sicht dann so aus:

(=)
()
)

S
(e}
(e}

110]0 0(1]0 00
0lo0 o0 ololol e 010
0[0]0 0[0]0 00
11210 0112 21110 ol1]2
ololo 0100 ]| e 01010 01010
0/]01]0 0/01]0 ololo ololo
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4.4.6.8 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 4 Version 2

1) f entscheidbar und g[] ist berechenbar und V(by, ..., by)eB* |g[{(b, ..., b;)}] | <00 und
D[] ist berechenbar und Vae A D;[{a}]< 00

2)

A ist aufzihlbar mit folgender Eigenschaft:

(Vi, ..., V), V)ef = V<V A...A V;<V

Die Nachfolger von V haben ein unbelegtes Element weniger und sind deshalb (siche
Definition der Ordnungsrelation) kleiner als V.

3) Rg ist die durch F und die Projektion von S in die 1. Koordinate induzierte Regelmenge.

Re={({V1, .., Vil, V) | (V15 ..., V), V) ef } LU

{ (D,V) | V besitzt genau eine 1-Reihe und keine 2-Reihe }U

{ (D,V) | V besitzt genau eine 2-Reihe und keine 1-Reihe }U

{ (D,V) | Vistvoll belegt und besitzt keine 1-Reihe und keine 2-Reihe }

4) (P(A), Rg, A) ist linkseindeutig und rechtstotal
klar

5) F ist disjunkt zerlegbar.
klar,da | F |=1

6) g ist rechtseindeutig
klar, da g eine Abbildung ist.

7)
S:= {(V,1) | V besitzt genau eine 1-Reihe und keine 2-Reihe }u

{(V,-1)| V besitzt genau eine 2-Reihe und keine 1-Reihe } U

{(V,0) | Vistvoll belegt und besitzt keine 1-Reihe und keine 2-Reihe }
also: S ist rechtseindeutig

4.4.6.9 Anwendung des RekIndsatz 4 Version 2

Wenn Ve A=Menge aller korrekten Felder, dann gilt:
N(V)=Dy(V) falls V ist ein Blatt
N(V) =g((N(Vy), ..., N(V1) ) falls Vi, ..., V; Nachfolger von V
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4.4.7 Spiel: Wiirfel kippen
4.4.7.1 Beschreibung des Spiels

Beim Spielbeginn wird eine zu erreichende Summe (Sollsumme = Zielsumme) festgelegt.
Diese muB} groBer oder gleich 6 sein.

Dann wird ein Spielwiirfel geworfen und die oben liegende Zahl als aktuelle Summe
(Istsumme) notiert. Die beiden Spieler kippen nun abwechselnd den Wiirfel um eine der 4
Grundkanten und erh6hen die aktuelle Summe um die jeweils nach oben gelangte Augenzahl.
(Das heif3t, daB3 ein Spieler die vor dem Ziehen oben liegende Zahl und die Zahl auf der
Gegenseite nicht ziehen kann !)

Erreicht ein Spieler durch seinen Zug diese Sollsumme, hat er gewonnen (Auszahlung: 1) und
der andere verloren (Auszahlung: -1). Ein Spieler darf durch seinen Zug auf keinen Fall die
Sollsumme iiberschreiten. Kann er diese durch keinen Zug erreichen, ist das Spiel
unentschieden (Auszahlung: 0).

Bemerkung:
Das Spiel kann dadurch noch modifiziert werden, daf3 die erste aktuelle Summe nicht gleich
der ersten gezogenen Augenzahl ist, sondern eine beliebig vorgegebene sein kann.

Zielsumme: z
Istsumme: S
(Gewinn, Erlos, Auszahlung): e (1: gewonnen, 0: unentschieden, -1: verloren)

Die aktuell gewiirfelte Zahl: w

4.4.7.1.1 Beispiel

Bemerkung:

Von einem Knoten (s,w) kann man die moglichen nachfolgenden Ziige berechnen.
Diese sogenannten Nachfolger kann man in einer Menge zusammenfassen.
Beispiel:

Zielsumme = 100

Nachfolger von (70, 1) :

{(72,2),(73,3), (74, 4), (75,5) }

4.4.7.2 Definitionen

Gegeben sei die Zielsumme z.
Ein Tupel (s,w) ist korrekt: <==>
I<w<6unds<z
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z,2)) ,(z2,1));
211)) (2-2,2));

z-1,1) ,(z,2)), (z-2,3));
z-1,1),(z,2) ), (z-2,4));
z-1,1)), (z-2,5));

Z, 2) ) s (2'236) ) 5

AN AN AN AN AN AN
AN AN AN AN AN AN
AAA/-\/-\/-\

(((z-1,2),(z,3)), (z-3,1)) ;
(((z-2,1),(23)),(z-3,2)) ;
(((z-2,1),(z-1,2) ), (z-3,3) ) ;
(((z-2,1),(z-1,2) ), (z-3,4) )
(((z-2,1),(z3)), (z-3,5) ) ;
(((z-1.2),(2.3)), (z-3,6) ) ;

(z-2,2), (z-1,3),(z,4) ), (z-4,1) ) ;
(z-3,1), (z-1,3),(z,4) ), (z-4,2) ) ;
(z-3,1), (z-2,2) ), (z-4,3) ) ;
(z-3,1),(z-2,2) ), (z4,4) ) ;

(z-3,1), (z-1,3), (z4) ), (z-4,5) ) ;
(z-2,2), (z-1,3), (z,4) ) , (z-4,6) ) ;
(z-3,2), (z-2,3), (z-1,4), (z,5) ), (z-5,1) ) ;
(z-4,1), (z-2,3), (z-1,4) ), (z-5,2) ) ;
(z-4,1), (z-3,2), (z,5) ) , (z-5,3) ) ;
(z-4,1), (z-3,2), (z,5) ), (z-5,4) ) ;
(z-4,1), (z-2,3), (z-1,4) ), (z-5,5) ) ;
(z-3,2), (z-2,3), (z-1,4), (z,5) ) , (z-5,6) ) ;

AN AN AN AN AN A A A A A A S
AN AN AN AN AN AN AN AN AN A AN AN

Fiir s<=z-6 gelten noch die folgenden Regeln:

s+2,2), (s+3,3), (st4, 4), (s+5,5) ), (s,1) ) ;
st+1,1), (s+3,3), (s+4, 4), (s+6,6) ), (5,2) ) ;
st+1,1), (s+2,2), (s+5, 5), (s+6,6) ), (s,3) ) ;
st+1,1), (s+2,2), (s+5,5), (s+6,6) ), (s,4) ) ;
(st+1,1), (s+3.,3), (st4, 4), (s+6,6) ), (s,5) ) ;
(s+2,2), (s+3.,3), (s+4, 4), (s+5,5) ), (5,0) ) ;
dselNAwe NA1<Ss<z Al<w<6}

NN N N

((
((
((
((
((
((
un
}

g( ey, ..., &) ) = -min(ey, ..., &)
S:= { ((Zal)a_l) ; ((272)5-1) 5 ((253)3_1) ; ((274)5-1)
((z,6),-1) ; ((z-1,1),0) ; ((z-1,6),0) }

5 ( (Z’S)a _1)
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4.4.7.4 Regelnkurznotation

----------- falls (D, ((s,w) , €)) € Ax(R)
((s,w) , &)

((s1,wW1) , €1), «.r ((Sn,Wn) , €n)

((S,W) ’ g((e1,...,en)) )

falls (s1,w1), ..., (sn,wn) Nachfolger von (s,w)

4.4.7.5 Ordnung

Man bildet wie folgt eine geordnete Liste der korrekten Tupel:

Man sortiert alle korrekten Tupel mir Summe = Zielsumme dem Wert von w (1< ...<6) nach
und fligt sie in die Liste ein. Dann sortiert man alle korrekten Tupel mit

Summe = Zielsumme-1 dem Wert von w nach und fiigt sie an die Liste an, usw.

Die Menge aller so konstruierten Felder bilden die Menge A der korrekten Felder mit der
entsprechenden Ordnungsrelation <

4.4.7.6 Spielbaum

Man baut sich wie folgt einen "Spielbaum":

Man beginnt mit dem Knoten, also dem Tupel (s,w). Dann werden alle méglichen
"Nachfolger" (nachfolgende Spielziige) gemacht. Diese ergeben jeweils wieder neue Tupel.
Diese werden baumartig dargestellt. Falls Nachfolgeziige gemacht werden kénnen, werden
diese durchgefiihrt und ebenfalls baumartig dargestellt.

Dies wird so lange gemacht, bis nicht mehr gezogen werden kann. Diesen Knoten nennt man
dann Blatt.

Beispiel:
(70, 1) :

(72,2) (73, 3) (74, 4) (75, 3)

(73,9) (75,3) (76,4) (78,6) (74,1) (76,2) ..

(74,2) (76, 3) e (76,2) ...
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4.4.7.7 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 4 Version 2

1) f entscheidbar und g[] ist berechenbar und V(by, ..., by)eB* |g[{(b, ..., b;)}] | <00 und
D[] ist berechenbar und Vae A D;[{a}]< 00

2)
A ist aufzihlbar mit folgender Eigenschaft:
(((S1,W1), wery (S5,Wp) )(s, W) )e £ == (51,w1) <(S,W) A ... A (5,W;) <(S,W)

Die Nachfolger von (s,w) haben eine grofere Istsumme und sind deshalb (siche Definition der
Ordnungsrelation) kleiner als (s,w).

3) Rg ist die durch F und die Projektion von S in die 1. Koordinate induzierte Regelmenge.
Re= { ({(s1,W1), - (S, W) },(8,W) ) | ((S1,W1), ..., (S, Wy)),(s,W))ef } L
{ @, @) 5 ©D,(=2) 5 (D, (=3)) 5 (D, z4) ; (D, (z5)) ;

@, (z06)) ; D, (L)) ; (D, (z1,6)) }

4) (P(A), Rg, A) ist linkseindeutig und rechtstotal
klar

5) F ist disjunkt zerlegbar.
klar,da | F |=1

6) g ist rechtseindeutig
klar, da g eine Abbildung ist.

7)

Ax(R):={(D,((z]),-1)); (D,((22),-1)); (T, ((23),-1)); (T, ((z4),-1));
(1@,((2,5),-1));(®,((2,6),-1));@,((2-1,1), 0));(J,((z1,6),0)) }

also:

S ist rechtseindeutig
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4.4.7.8 Anwendung des RekIndsatz 4 Version 2
Wenn (s,w)€A, dann gilt:

N((s,w)) = Dy((s,w)) falls (I,(s,w))eRg
N((s,w)) = g( (N((s1,W1)) 5 ..., N((51,W7))) ) sonst, d.h: (J,(s,w))2Rr wobei
Z((s,W)) : = { ((51,W1), «ovy (S5 Wr) ,1)}

4.4.8 "Tteratives" Bestimmen von I(R)
Bestimmen von DO:
D0=Y

Bestimmen von D1 (= S)
S =

{ ((Zal)a 'l)a ((Zaz)a 'l)a ((233)3 '1)3 ((254)9 '1)9 ((Z,S), '1)9 ((236)3 '1)3 ((Z'lal)a 0)9 ((2'196)9 0) }

Bestimmen von D2:

Anwenden der folgenden Regeln auf ((z, 1), -1) ergibt:
(@), gD} —>((z-12), )

{((Zal)’ gl)} === ((Z'1a3)5 g)

(@), gl)} > ((z-14), )

{((Zal)’ gl)} === ((2-1,5), g)

die folgenden neuen Elemente aus I(R):

((z-1,2), 1), ((z-1,3), 1), ((z-1,4), 1), ((z-1,5), 1)

Anwenden der folgenden Regeln auf ((z,2), -1) ergibt:

{((292)9 gl)} ---> ((2'271)9 g)
die folgenden neuen Elemente aus I(R):

((z-2,1), 1)

Anwenden der folgenden Regeln auf ((z-1,1), 0) ergibt:

{((Z_lal)a gl)} ---> ((2-252)5 g)
die folgenden neuen Elemente aus I(R):
((2-252)3 0)

Anwenden der folgenden Regeln auf ((z-1,1), 0), ((z,2), -1) ergibt:

{(Z-lal)a g1)> ((252)7 gz)} ---> ((2'253)3 g)
die folgenden neuen Elemente aus I(R):

((z-2,3), 1)

Anwenden der folgenden Regeln auf ((z-1,1), 0), ((z,2), -1) ergibt:

{((Z'lal)a gl)a ((Zaz)a gz)} ---> ((2'274)a g)
die folgenden neuen Elemente aus I(R):
((z-2,4), 1)

Anwenden der folgenden Regeln auf ((z-1,1), 0) ergibt:
{(Z-lal)a gl) } ---> ((2'2’5)5 g)

die folgenden neuen Elemente aus I(R):

((2'255)9 0)

Anwenden der folgenden Regeln auf ((z,2), -1) ergibt:
{((272)’ gl)} ---> ((Z-2,6), g)
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die folgenden neuen Elemente aus I(R):
((2-256)5 1)

also:

D2=DI1U

{((2'152)5 1)7 ((Z'1a3)7 1): ((2'154)3 1)’ ((Z'I’S)a 1)’ ((2-2,1), 1)’ ((2_232)’ 0)’ ((Z'2a3)a 1)7
((2'214)3 1)9 ((Z-2,5), 0)9 ((2'276)5 1) }

usw.
Bemerkung:

Wenn man dies iterativ weiter so berechnen will, wird viel Rechenzeit verwendet (vermutlich
mehr als bei der Rekursion).
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4.4.9 Das Acht-Damen-Problem
4.4.9.1 Beschreibung des Riitsels

Es sollen insgesamt 8§ Damen auf dem Schachbrett so verteilt werden, dass sich jeweils keine
zwei Damen einander nach den Schachregeln schlagen kdnnen. Die Figurenfarbe wird dabei
ignoriert, und es wird angenommen, dass jede Figur jede andere angreifen konnte.

So eine Stellung wird 8-unangreifbar genannt

In der Literatur wird dies oft als klassisches Beispiel fiir die Technik "Backtracking"
verwendet.

Dies geht auch ohne Backtracking mit Rekindsatz 4 Version 2!

Eine mdogliche Losung:

X 0/0[0]0]0]0|0]1

X 0/0/0]1]0]0|0]0

X 1/0[{0]0[0][0|0]O
X entspricht --> 0/(0]1][0]0]0|0]O

X 0/0[0]0]0O]|1[0]O

X 0(1]0[{0]0[0|0]O

X 0/0/0]0]0]0|1]0

X 0/0[{0]0]1]0[0]O

0: unbelegtes Element des Felds 1: durch eine Dame belegtes Element des Felds

4.4.9.2 Definitionen

1)

Ein Feld V ist korrekt : <==>

Es gibt keine 2 Damen, die sich schlagen konnen.

2)

Ein korrektes Feld V heil3t ein Endfeld (Blatt) <==>

Man kann keine weitere freie Zelle mit einer Dame so belegen, daf3 sich daf3 sich dann keine 2
Damen schlagen kdnnen.

3)

Ein korrekt belegtes Feld V' ist ein direkter Nachfolger eines korrekt belegten Nicht-
Endfeldes : <==>

V' belegt an einer Stelle, die in V unbelegt ist, diese Stelle.

Ein Endfeld hat keinen Nachfolger.
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4.4.9.3 Regeln

A : = Menge der korrekten Felder.
E:=(1,-1,...,-1,-1) 64 Mal

B=A U {E}

f={((Vi;..,Vi),V) |[VEAA V€A A ..AV; €A, wobei V|, ...V, Nachfolger von V sind }
g((Vi, ..., Vy)):=Vqu falls m=min{ 1| V;=#E} existiert

g((Vy, .., Vi)):=E sonstd.h: V1<i<r V;=E

Ax(R): =

{(D,(K,K)) | K ist ein Feld im Baum, das keinen Nachfolger hat und K ist
mit 8 Damen belegt } U

{(D,(K,E)) | K ist ein Feld im Baum, das keinen Nachfolger hat und K ist
mit weniger als 8§ Damen belegt }

4.4.9.4 Regelnkurznotation

........ falls (T,(W , V)) € Ax(R)
(W, V)

(W1, Vi), ..., (Wp, Vp)
falls Wy, ..., W, Nachfolger von W

(W, g((Vi,...,V) )

4.4.9.5 Ordnung

Man bildet wie folgt eine geordnete Liste der korrekten Felder:

Man sortiert alle korrekten Felder mit 8 belegten Zellen alphabetisch und fiigt sie an die Liste
an. Dann sortiert man alle korrekten Felder mit 7 belegten Zellen alphabetisch und fiigt sie in
die Liste ein, usw.

Die Menge aller so konstruierten Felder bilden die Menge A der korrekten Felder mit der
entsprechenden Ordnungsrelation <
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4.4.9.6 Spielbaum

—
OO OO
—_

[e)

4.4.9.7 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 4 Version 2

1) f entscheidbar und g[] ist berechenbar und V(by, ..., by)eB* |g[{(b, ..., by)}] | <00 und
D[] ist berechenbar und VaeA D;[{a}]< 00

2)

A ist aufzédhlbar mit folgender Eigenschaft:

((Vi,.., V), V)ef = V<V A...A V<V

Diese Nachfolger haben ein belegtes Element mehr und sind deshalb (siehe Definition der
Ordnungsrelation) kleiner als V.

3) Rg ist die durch F und die Projektion von S in die 1. Koordinate induzierte Regelmenge.
Rr={({{Vy .., Vi},V) |[VEAA VA A ..AV; €A, wobei V|, ...V, die Nachfolger von V
im Spielbaum sind } U Menge aller Blétter im Spielbaum.

4) (P(A), Rg, A) ist linkseindeutig und rechtstotal
klar

5) F ist disjunkt zerlegbar.
klar,da |F|=1

6) g ist rechtseindeutig
klar, da g eine Abbildung ist.
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7) Ax(R) =

{(D,(K,K)) | Kistein Feld im Baum, das keinen Nachfolger hat und K ist
mit 8 Damen belegt } U

{(D,(K,E)) | K ist ein Feld im Baum, das keinen Nachfolger hat und K ist
mit weniger als 8 Damen belegt }

also:

S ist rechtseindeutig

4.4.9.8 Anwendung des RekIndsatz 4 Version 2

Wenn W eA = Menge aller korrekten Felder, dann gilt:
N(W)=Dy(W) falls (J,W)eRg
NW)=g( (N(W)), ..., N(Wy) ) sonst, wobei Z(W) : = { (Wy, ..., W; 1)}

4.4.9.9 Definition "8-unangreifbar-erginzbar"

Ein Feld V =(x1, ..., X¢4) €A heiBt 8-unangreifbar-erginzbar zum Feld M # E :<=—=>
(V,M) e I(R) : = die durch obige Regelmenge induktiv definierte Menge.

Bemerkung:
Durch die Definition von g bekommt man nicht alle 8-unangreifbaren Stellungen, sondern nur
eine 8-unangreifbare Stellung. Dies wird gemacht, um Rechenzeit zu sparen.

4.4.9.10 Laufzeit verbesseren

Die folgende "intuitive" Uberlegung kann ausgenutzt werden, damit man ein besseres
Laufzeitverhalten von N(W) bekommt:

Die folgende "intuitive" Uberlegung kann ausgenutzt werden, damit man ein besseres
Laufzeitverhalten von N(W) bekommt:

W ist 8-unangreifbar-ergéinzbar <==>

an der ersten freien Spalte muB es eine Zelle geben, so dal} diese Zelle (mit einer Dame
besetzt werden kann) unangreifbar ergdnzbar ist

Es muB also nicht mehr der erste Nachfolger (unter allen mdglichen Nachfolgern) gesucht
werden, sondern nur der erste (unter allen moglichen Nachfolgern der ersten freien Spalte).
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4.4.9.11 Satz

(D,(s1, - » 8k, 0,...,0))gRp ==>
N((s1, ... 5 Sk, 0,...,0) ) = g("alle Nachfolger in der k+1- Spalte von (s, ... , Sk, 0,...,0)")

Bem:

1)

(s1, - » Sk, 0,...,0) bezeichnet ein Schachfeld aus A, das aus den von links nach rechts
aneinandergefiigten Spalten s; bis sk und den restlichen mit 0 bezeichneten Nullspalten
besteht.

2)
"alle Nachfolger in der k+1- Spalte von (sj, ..., sk, 0,...,0)" =
"alle Nachfolger in der ersten freien Spalte von (s, ..., sk, 0,...,0)"

g("alle Nachfolger an der ersten freien Spalte von (s, ..., Sk, 0,...,0)") ==
gC(N((S1y eer 5 Sk, P1,5 0, 005 0) )y ooy N((S1y wee 5 Sk P> 0, ..., 0) ) )

wobei (81, ... 5 Sk P15 0, ey 0) 5 ooty (S1, v Sk, P, O, ..., 0) alles Nachfolger von
(s1, .. » Sk, 0, ..., 0) sind, die sich in der k+1-Spalte befinden.

Das bedeutet z.B:
N((0,0,0,0,0,0,0,0))=g((N(O, ..., 1)),0,0,0,0,0,0,0,0,0),
N((0,1,0, ..., 0),0,0,0, 0,0, 0,0),

N((0,0,0,0,0,0,0, (0, .., 1))

Beweis:

Falll:

N(si, ... s Sk, 0,...,0) = (S1, ... , Sk Skt1s ---» S8) : = (S1, ... ,mMg) =M #E

Dann gilt:

1.1) N(sy, ..., Sks Skt1» +--» 7, 0) = g(..., N(s1, ... ,mg) , ...)=¢g(..., M, ...) =M #E

also (si, ... , Sk, Sk+1, ..., 7, 0) 8-ergénzbar.

1.2) N(s1, ... » Sk, Skt1s - S6, 0, 0) = g(..., N(sy, ... , Sk, Sk+t1, ..., m7, 0), ...) =g(..., My, ...)
=M, #E

also (sy, ... , Sk, Sk+1, ---» S6, 0, 0) 8-ergénzbar

1.3) N(s1, ... » Sk» Skl ---» S5, 0, 0, 0) = g(..., N(s1, ... , Sk, Sk+1, ---» S6, 0, 0) , ...) = g(..., My,
:=M;3;#E

also (si, ... , Sk, Sk+1, ---» S5, 0, 0, 0) 8-ergidnzbar

l.n) N(S1, vee s Sk 0, . O) = g(, N(Sl, eee s Sky Sk+1, 0, . O) , ) = g(, Mg_k, )
:=Mgyn #E

also (si, ..., Sk, 0, ..., 0) 8-ergidnzbar

2)

N(Sl, eee 5 Sk O, . 0) = g(, N(S1, vee s Sky Sk+1, O, . O) , ) =

g("alle Nachfolger an der k+1-ten Zeile), also:

N(sy, ..., Sk, 0, ..., 0) = g("alle Nachfolger an der k+1-ten Zeile)

)
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Fall2:

N(Sl, eee s Sk O,...,O) =E

Dann gilt:

Fiir alle Nachfolger W von (s, ... , z, O, ..., 0) gilt:

N(W) = E und speziell gilt dann auch fiir alle Nachfolger W an der k+1-ten Zeile N(W) = E
und damit:

g("alle Nachfolger an der k+1-ten Zeile") = E, also

N(sy, ... , Sk, 0,...,0) = E = g("alle Nachfolger an der k+1-ten Zeile"), also

N(sy, ... » Sk, 0,...,0) = g("alle Nachfolger an der k+1-ten Zeile")

4.4.9.12 Satz

Wenn WeA, dann gilt:
N(W)=W falls (J,W)eRr und W vollbelegt mit 8§ Damen.
N(W)=E falls (9,W)eRr und W nicht vollbelegt mit 8

Damen
N(W) = g("alle Nachfolger an der k+1-ten Zeile") sonst, d.h: (J,W)&Rg

Beweis:
folgt sofort aus vorigem Satz

4.4.9.13 Vergleich Iteration - Rekursion

Die iterative Losung geht von Dy = J aus. Weiter geht es dann zu D; = {x €eX | (4,x) € R}
Darunter befindet sich aber schon die 8-unangreifbare Stellung. D.h. diese 8-unangreifbare
Stellung muss deshalb schon bekannt sein. Deswegen ist die iterative Losung hier sinnlos!
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4.4.10 Das magische Quadrat
4.4.10.1 Beschreibung des Riitsels

Ein teilweise (oder vollig) unbelegtes 3x3-Feld (kurz Feld) soll so mit verschiedenen Ziffern
von 1 bis 9 besetzt (magisch ergénzt ) werden, dass es magisch wird, d.h alle Ziffern miissen
verschieden und die jeweiligen Zeilensummen, Spaltensummen, Hauptdiagonalensummen
miissen gleich grof} sein.

Frage:
Kann man ein vollig unbelegtes 3x3-Feld magisch ergénzen ?
Antwort: Hier alle mdglichen magischen Quadrate:

2776 2]94 4378 41972
951 71573 9511 3 7
438 6|18 21776 8|16
618 712 8[1]6 3[4
71513 159 3057 159
2194 3|4 492 712

4.4.10.2 Beispiele

Feld korrekt Feld nicht korrekt ~ Feld mit Nachfolger

1213 11213 91710 91712
91510 91514 1(3[4] = |1|3|4
0/0]0 0/01]0 0[01]0 0/01]0
Feld ohne

Nachfolger

71810

11213

0/0]0

4.4.10.3 Definitionen

1)
Ein Feld V ist korrekt : <==>
Jede Ziffer zwischen 1 und 9 kommt hochstens genau einmal vor und alle voll besetzten

Reihen (Zeilen, Spalten, Diagonalen) haben die gleiche Reihensumme.

2)

Ein korrektes Feld V heilit ein Endfeld (Blatt) <==>

Man kann keine weitere freie Zelle so mit einer Ziffer zwischen 1 und 9 belegen, dafl dann
alle voll besetzten Reihen (Zeilen, Spalten, Diagonalen) die gleiche Reihensumme haben.
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3)

Ein korrekt belegtes Feld V' ist ein direkter Nachfolger eines korrekt belegten Nicht-
Endfeldes : <==>

V' belegt an einer Stelle, die in V unbelegt ist, diese Stelle.

Ein Endfeld hat keinen Nachfolger.

4)

Ein korrektes Feld U = (uy, ..., ug) heiB3t Teilfeld eines korrekten Feldes V =(vy, ..., vo)
(kurz U<<V) :<==>Vie{l;...;9} ui# 0 =>u;=v;

Ein korrektes Feld U = (uy, ..., ug) €A hei’t magisch erginzbar :<==>

3 magisches Feld M mit U <<M

4.4.10.4 Regeln

A : = Menge der korrekten Felder.
E:=(-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1.-1,-1)
B=A U {E}

f={((Vi..,Vi),V) |[VEAAVEA A ..AV; €A, wobei V|, ...V, die Nachfolger von V
sind }

g((Vi, .. Vi) ) :=Vp falls m=min{ 1| V;#E} existiert
g((Vy, .., Vi)):=E sonstd.h: V1<i<r V;=E
S:=

{(K,K) | Kist magisch } U {(K,E) | K ist nicht magisch und hat keine Nachfolger}

4.4.10.5 Regelnkurznotation

........ falls (&, (W, V)) € Ax(R)

(W1, Vi), ..., (Wp, Vp)
falls Wy, ..., W, Nachfolger von W

(W, g((V1,...,Vn)) )

4.4.10.6 Ordnung

Man bildet wie folgt eine geordnete Liste der korrekten Felder:

Man sortiert alle korrekten Felder mit 9 belegten Zellen alphabetisch und fiigt sie in die Liste
ein. Dann sortiert man alle korrekten Felder mit 7 belegten Zellen alphabetisch und fiigt sie an
die Liste an, usw.

Die Menge aller so konstruierten Felder bilden die Menge A der korrekten Felder mit der
entsprechenden Ordnungsrelation <
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4.4.10.7 Biume

1 0
0 0
0 0
11210 1190|1012 11019

S
(e}
(e}
S
(e}
(e
S
S
(=)
()
)

Man baut sich in Abhéngigkeit von der Wurzel wie folgt einen Baum:
Man beginnt mit der Wurzel (hier z.B. ein Feld, das aus lauter Nullen besteht, es konnte aber
auch eine anderes Feld, wie z.B. (930000000) sein).
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4.4.10.8 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 4 Version 2

1) f entscheidbar und g[] ist berechenbar und V(by, ..., by)eB* |g[{(b, ..., b;)}] | <00 und
D[] ist berechenbar und Vae A D;[{a}]< 00

2)

A ist aufzihlbar mit folgender Eigenschaft:

((Vi,... V), V)ef = V<V A...A V<V

Diese Nachfolger haben ein belegtes Element mehr und sind deshalb (siehe Definition der
Ordnungsrelation) kleiner als V.

3)
Ax(Rf) = Menge aller magischen Felder U Menge aller nicht magischen Felder ohne
Nachfolger.

Rp ist die durch F und die Projektion von S in die 1. Koordinate induzierte Regelmenge.
Rr={({V1, .., Vi},V) |[VEA AV €A A .. AV, €A, wobei Vy, ...V, die Nachfolger von V
sind } U Ax(Rp)

4) Die zweistellige Relation ( P(A), Ry, A ) ist linkseindeutig und rechtstotal
klar

5) F ist disjunkt zerlegbar.
klar,da | F |=1

6) g ist rechtseindeutig
klar, da g eine Abbildung ist.

7)

S:=

{(K,K) | K ist magisch } U {(K,E) | K ist nicht magisch und hat keine Nachfolger}
also:

S ist rechtseindeutig

4.4.10.9 Anwendung des RekIndsatz 4 Version 2
Wenn WeA, dann gilt:

NW)=W falls W magisch
N(W)=E fallsW nicht magisch und ohne Nachfolger
N(W)=g( N(Wy), ..., N(Wy) ) sonst, d.h: (K,W)¢Rg

Wi, ..., W; alle Nachfolger von W sind
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4.4.10.10 Satz

Fiir ein korrektes Feld V gilt:
Entweder ist N(V) magisch oder N(V) =E

Beweis: (iiber induktiven Aufbau von A)
I) T ist ein Axiom
klar

1)

B(T) bezeichnet die obige Behauptung

Es gelte B(V)), ..., B(Vy)) fiir alle Nachfolger Vy, ..., V, von V

Zeige B(V)

N(V) =g( (N(Vy), ..., N(V,)) ) fiir alle Nachfolger Vj, ..., V, von V

Wenn mindestens ein Nachfolger magisch ist, ist dann N(V) magisch, sonst gilt:
N(V) =E

4.4.10.11 Satz

Fiir ein korrektes Feld T gilt:
T ist magisch ergdanzbar <==> N(T) ist magisch

Beweis: (iiber induktiven Aufbau von A)

I) T ist ein Atom

1)=—=

Sei T ist magisch ergéinzbar. Wére T nichtmagisch und ohne Nachfolger, dann miifite es (da T
magisch ergidnzbar ist), einen Nachfolger geben , also Widerspruch zur Voraussetzung.

Also ist T magisch, also N(T) = T magisch

2) <==

Sei N(T) = T magisch. Wére T nichtmagisch und ohne Nachfolger, dann miifite N(T) = E
sein, also Widerspruch zur Voraussetzung.

Also ist T magisch, also T << T magisch, also ist T magisch ergénzbar.

1)

B(T) bezeichnet die obige Behauptung

Es gelte B(T)), ..., B(T,)) fiir alle Nachfolger Ty, ..., T, von T

Zeige B(T)

1)=—=>

Sei T ist magisch ergénzbar. Dann gilt:

N(T) = g( (N(T)), ..., N(Ty)) ) fiir alle Nachfolger Ty, ..., T, von T

Da T magisch erginzbar, gibt es einen Nachfolger T; , der auch magisch ergénzbar ist.

Da T; <T, gilt nach Induktionsvoraussetzung N(T;) ist magisch, also existiert ein magisches
Feld M mit N(T;) =M, also:

N(T) = g( (N(T1), ..., N(Ty) , ..., N(Tn)) ) = g( (N(Ty), ..., M, ..., N(Ty)) ) # E.

Nach obigem Lemma gilt dann g( (N(T)), ..., M, ..., N(T},)) ) magisch, also N(T) magisch.

2) <==

N(T) ist magisch, also existiert ein magisches Feld M mit N(T) = M, also:

N(T) = g( (N(Ty), ..., N(Ty)) ) fiir alle Nachfolger Ty, ..., T, von T , also

g( (N(Ty), ..., N(Ty)) ) = M, also existiert ein i mit N(T;) =M

Da T; < T, gilt nach Induktionsvoraussetzung T; ist magisch ergénzbar, also existiert ein
magische Feld F mit T; << F, also T <<'F, also T ist magisch ergédnzbar
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4.4.10.12 Vergleich Iteration - Rekursion

Die iterative Losung geht von Dy = & aus. Weiter geht es dann zu D, = {x X | (J,x) € R}
Darunter befindet sich aber schon das magische Quadrat. D.h. es muss deshalb schon bekannt
sein. Deswegen ist die iterative Losung hier sinnlos!
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4.4.11 Sudoku (analog wie magisches Quadrat)
4.4.11.1 Beschreibung des Spiels

Die restlichen Zellen eines vorbelegten 9x9-Feld (kurz Feld) sollen so mit Ziffern von 1 bis 9
besetzt werden (sudokuergédnzbar), dass alle 9 Quadrate, alle Zeilen und Spalten jeweils
unterschiedliche Ziffern enthalten.

4.4.11.2 Spielbaum und Regeln

Man baut sich wie folgt einen "Spielbaum":

Man beginnt mit dem Knoten (Feld), das aus lauter Nullen besteht.

Dann werden alle mdglichen "Nachfolger" (nachfolgende Spielziige) gemacht. Diese ergeben
jeweils wieder neue Felder. Diese werden baumartig dargestellt. Falls Nachfolgeziige
gemacht werden konnen, werden diese durchgefiihrt und ebenfalls baumartig dargestellt.
Dies wird so lange gemacht, bis nicht mehr gezogen werden kann. Diesen Knoten nennt man
dann Blatt.

Man bildet wie folgt eine geordnete Liste:

Der Baum wird von unten nach oben und in jeder Reihe von rechts nach links durchlaufen
und jedes Feld an das Ende der Liste eingefiigt.

Die Menge aller so kontruierten Felder bilden die Menge A der korrekten Felder mit der
entsprechenden Ordnungsrelation <, also

A:={Kp; Ki; Ky; ...}

E:=(1,...,-1)

B=A U {E}

f={((Vy..,V),V) |VEAAV €A A... AV, €A, wobei V|, ...V, die Nachfolger von V im
Spielbaum sind }

g((Vi, .., Vi)):=Vn falls m=min{1i|V;=E} existiert
g((Vy,..,Vy)):=E sonstd.h: V1<i<r V;=E
Ax(R) : =

{(D,(K,K)) | K ist ein vollbelegtes Feld im Baum } v
{(D,(K,E)) | K ist ein nicht vollbelegtes Feld im Baum, das keinen Nachfolger hat }

4.4.11.3 Definition " sudokuerginzbar"
Ein Feld V =(x, ..., xg;) heiflt sudokuergidnzbar : <==> N(V)#E

4.4.11.4 Regelnkurznotation

........ falls (@, (W, V)) € Ax(R)

(Wl s Vl)a L] (Wn s Vl’l)
falls Wy, ..., W, Nachfolger von W

(W, g((V1,...,Vi)) )
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4.4.11.5 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 4 Version 2

1) f entscheidbar und g[] ist berechenbar und V(by, ..., by)eB* |g[{(b, ..., b;)}] | <00 und
D[] ist berechenbar und Vae A D;[{a}]< 00

2)

A ist aufzihlbar mit folgender Eigenschaft:

((Vi,.., V), V)yef= V<V A...A V;<V

Diese Nachfolger haben ein belegtes Element mehr und sind deshalb (siehe Definition der
Ordnungsrelation) kleiner als V.

3) Rg ist die durch F und die Projektion von S in die 1. Koordinate induzierte Regelmenge.
Rr={({{Vy .., Vi},V) |[VEAAViEA A .. AV, €A, wobei V|, ...V, die Nachfolger von V
im Spielbaum sind } U Ax(R)

4) Ry ist linkseindeutig und rechtstotal
klar

5) F ist disjunkt zerlegbar.
klar,da |F|=1

6) g ist rechtseindeutig
klar, da g eine Abbildung ist.

7)

Ax(R): =

{(D,(K,K)) | K ist ein vollbelegtes Feld im Baum } w

{(J,(K,E)) | K ist ein nicht vollbelegtes Feld im Baum, das keinen Nachfolger hat }

also:
D, ist rechtseindeutig

4.4.11.6 Anwendung des RekIndsatz 4 Version 2
Wenn WeA, dann gilt:

N(W)=W falls (Y,W)eRr und W vollbelegt
N(W)=E falls (J,W)eRr und W nicht vollbelegt
N(W) =g( (N(W1), ..., N(Wy)) ) sonst, d.h: (J,W)¢Rg

wobei Z(W) : = { (Wy, ..., W, 1)}
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4.4.12 Zahlen verteilen
4.4.12.1 Beschreibung

Die Zahlen der Menge {1, ..., p} sollen auf q Zellen verteilt werden (wobei einige der Zellen
schon vorbelegt sein kdnnen), so daB3 sich in den q Zellen keine zwei gleichen Zahlen
befinden. Es sollen alle Moglichkeiten angegeben werden.

4.4.12.1.1 Beispiel
p=4undq=3

123;213; 312; 412; 132; 231; 321; 421; 124; 234; 314; 423; 142; 243; 341; 432;
134; 214; 324; 413; 143; 241; 342; 431

4.4.12.2 Definitionen

Alle im Folgenden vorkommenden Folgenglieder einer Folge sind Element der Grundmenge
{1, ..., p} und diirfen keine 2 gleichen Folgenglieder enthalten und die Folge hat die maximale
Lénge q.

Eine Folge mit Lénge q heil3t Blatt.

Eine Folge V' = (ty, ..., tm+1) nennt man einen Nachfolger der Folge V = (t, ..., tn).

4.4.12.3 Regeln

A:={(Xp,..Xx)| k<qund V1<i<k xxe€ {l1,..,p}}

A ist die Menge aller Zahlenfolgen mit maximaler Lédnge q wobei alle Zahlen einer

Zahlenfolge verschieden und aus {1, ..., p} sein miissen.

B:=P(A)

f={((V,..,V),V) |[VEAAV €A A ..AV; €A, wobei Vi, ...V, die Nachfolger von V
sind }

g((Wl, ey Wi )) =Wiu.L UW,

S:={(V,{V})|V hatdie Linge q }

4.4.12.4 Regelnkurznotation

........... falls (@, (V, {V}) € Ax(R)

(Vl ) Wl)a L) (Vn ’ Wl’l)

falls Vi, ..., V, Nachfolger von V
(V, g(Wi,...,Wp)))
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4.4.12.5 Ordnung

Man bildet wie folgt eine geordnete Liste der Menge A aller Zahlenfolgen mit maximaler

Linge q wobei alle Zahlen verschieden und aus {1, ..., p} sein miissen.

Man sortiert alle Zahlenfolgen der Lange q nach einem vorgegebenen Kriterium (z.B. dem

Alphabet nach) und fiigt sie in die Liste ein.

Dann sortiert man alle Zahlenfolgen der Lange g-1 und fiigt sie an die Liste an, usw.
Die Menge aller so konstruierten Felder bilden die Menge A mit der entsprechenden

Ordnungsrelation <

4.4.12.6 Baume

G,
{312,314, 321, 324, 341, 342})

31, 32, (34,

1312,314}) 1321,324}) 1341,342})
G12, | [314, 321, | [324, (41, | [342,
{312}) {314Y) {321}) {324Y) 1341Y) {342})

Es sollen alle 3-stelligen Folgen bestimmt werden, die mit den Zahlen 1, 2, 3, 4 gebildet

werden konnen und die mit der Zahl 3 beginnen.
Dies ist der dazugehorige Baum.

Der Baum wird von den Blittern (hier als umrandete Késtchen gezeichnet) ausgehend zur

Waurzel konstruiert.
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4.4.12.7 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 4 Version 2

1) f entscheidbar und g[] ist berechenbar und V(by, ..., by)eB* |g[{(b, ..., b;)}] | <00 und
D[] ist berechenbar und Vae A D;[{a}]< 00

2)

A ist aufzihlbar mit folgender Eigenschaft:

((Vi,.., V), V)yef= V<V A...A V;<V

Die Nachfolger V; haben eine um 1 groBere Linge und sind deshalb (siehe Definition der
Ordnungsrelation) kleiner als V.

3) Rg ist die durch F und die Projektion von S in die 1. Koordinate induzierte Regelmenge.
Ax(Rf) = Menge aller Blitter.

Rr={({V1, .., Vi},V) |[VEA AV €A A .. AV, €A, wobei V|, ...V, die Nachfolger von V
sind } U Ax(RF)

4) Die zweistellige Relation ( P(A), Ry, A ) ist linkseindeutig und rechtstotal
klar

5) F ist disjunkt zerlegbar.
klar,da | F |=1

6) g ist rechtseindeutig
klar, da g eine Abbildung ist.

7)
S:={(V,{V})|V hatdie Ldnge q }
also S ist rechtseindeutig

4.4.12.8 Anwendung des RekIndsatz 4 Version 2
Wenn VeA, dann gilt:

N(V)={V} falls V ist Blatt
N(V)=N(V) u..UN(V) sonst, d.h: Vi, ..., V; sind Nachfolger von V
Bemerkung:

Um also (siche oben) alle 3-stelligen Zahlen (die keine gleichen Ziffern enthalten diirfen) zu
bestimmen, die mit den Ziffern 1,2,3,4 gebildet werden kdnnen, berechnet man N(g)
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4.4.13 Zahlen ergdnzen
4.4.13.1 Beschreibung der Aufgabe

Es sollen alle n - stelligen Zahlen (z.B. n = 6) bestimmt werden, die mit den Ziffern

M = {1,2} gebildet werden konnen. Allgemeiner:

Wie kann man ein Feld (wobei einige der Zellen schon vorbelegt sein konnen) der Lange n
mit den Ziffern 1 und 2 belegen, oder anders ausgedriickt 1-2-ergénzen ?

Bemerkung:
Statt den Ziffern 1 und 2 kann man auch andere bzw. mehr als 2 Ziffern benutzen.

4.4.13.2 Definitionen

Alle im Folgenden vorkommenden Folgenglieder einer Folge sind Element der Grundmenge
M = {1, 2} und die Folge hat die maximale Lange n.

Eine Folge mit Lange n heil3t Blatt.

Eine Folge V' = (4, ..., tn+1) nennt man einen Nachfolger der Folge V = (tj, ..., tn).

4.4.13.3 Regeln

A={xeM*| x|<n}=MuUMU...UM"
Das bedeutet A ist die Menge aller Zahlenfolgen mit maximaler Lénge n wobei alle Zahlen

aus M sein missen.
B=P(A)

f={((V1..,Vi),V) |[VEAA V€A A..AV; €A, wobei V|, ...V, die Nachfolger von V
sind }

S:={(V,{V})|V hatdie Liangen }

4.4.13.4 Regelnkurznotation

........... V hat Lange n

Vi, W), ..., (Va, Wy)

falls Vj, ..., V, Nachfolger von V
(V s g((Wl,,Wn)) )

4.4.13.5 Ordnung

Man bildet wie folgt eine geordnete Liste der Menge A aller Zahlenfolgen mit maximaler
Linge n wobei alle Zahlen aus {1, 2} sein miissen.

Man sortiert alle Zahlenfolgen der Lange n nach einem vorgegebenen Kriterium (z.B. dem
Alphabet nach) und fiigt sie in die Liste ein.

Dann sortiert man alle Zahlenfolgen der Lange n-1 und fiigt sie an die Liste an, usw.

Die Menge aller so konstruierten Felder bilden die Menge A der korrekten Felder mit der
entsprechenden Ordnungsrelation <
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4.4.13.6 Baume

(e,
(111,112, 121,122, 211,212, 221,222})

(1’ /\(2’

{111,112, 121,122}) {211,212, 221,222})
(11, (12, @1, (22,
{111,112}) {121,122}) (211,212}) {221,222})
(111, | 112, (121, | 122, 211, | 212, 221, | @222,

{111y [112}) {1214)| [{122}) {211})| |{212}) {221}1)]| 1{222})

Es sollen alle 3-stelligen Zahlen bestimmt werden, die mit den Ziffern 1,2 gebildet werden
konnen.

Dies ist der dazugehorige Baum, wobei alle 3-stelligen Zahlen gesucht werden, die mit den
Ziffern 1,2 gebildet werden. Der Baum wird von den Blattern (hier als umrandete Késtchen
gezeichnet) ausgehend zur Wurzel konstruiert.

4.4.13.7 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 4 Version 2

1) f entscheidbar und g[] ist berechenbar und V(by, ..., by)eB* |g[{(b, ..., by)}] | <00 und
D[] ist berechenbar und VaeA D;[{a}]< 00

2) A ist aufzéhlbar mit folgender Eigenschatft:

((Vi,..., V), V)yef= V<V A...A V;<V

Diese Nachfolger haben ein Element mehr und sind deshalb (siehe Definition der
Ordnungsrelation) kleiner als V.

3) Rp ist die durch F und die Projektion von S in die 1. Koordinate induzierte Regelmenge.
Ax(Rr) = Menge aller Blitter.

Re={({V1 .., Vi},V) |[VEAAV €A A .. AV, €A, wobei Vi, ...V, die Nachfolger von V}
v AX(RF)

4) Die zweistellige Relation ( P(A), Rr, A ) ist linkseindeutig und rechtstotal
klar

5) F ist disjunkt zerlegbar.
klar,da |F|=1

6) g ist rechtseindeutig
klar, da g eine Abbildung ist.

7) S:={(V,{V}) ]V hatdie Langen }
also S ist rechtseindeutig
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4.4.13.8 Anwendung des RekIndsatz 4 Version 2

Wenn VeA, dann gilt:
NV)=V falls V ist Blatt
N(V)=N(V)) U ..UN(V) sonst, d.h: V, ..., V; sind Nachfolger von V

4.4.13.9 Satz

Wenn T=(ty, ..., tg, ..., tm) mit m <n und

M(T) = Menge alle Blatter aus A, die mit T beginnen.
Dann gilt:

M(T) = N(T)

Beweis: (iiber induktiven Aufbau von A)
I) T ist ein Atom (Blatt)
klar

1)

B(V) bezeichnet die obige Behauptung

Es gelte B(V)), ..., B(V))) fiir alle Nachfolger Vi, ..., Vi von V

Zeige B(V)

V=(t1, ooy tiy wen  tm) ==>

M(V)=M(V)) U ... U M(V))

Nach Indutionsvoraussetzung gilt:

M(V)=M(V) U ... UM(V)) =NV U ... UN(Vj) =g( (N(V1), ... ,N(Vj))=N()

Bemerkung:
Um also (siehe oben) alle 6-stelligen Zahlen zu bestimmen, die mit den Ziffern 1,2 gebildet
werden konnen, berechnet man N(g)
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4.4.14 Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik (SAT)
4.4.14.1 Beschreibung

Gegeben ist eine boolsche Formel F (mit n Variablen x,, ..., X,) in konjunktiver Normalform,
also eine UND-Verkniipfung von Klauseln, wie z.B:

F=x;+x+x3' - X;' - Xotx3 - Xi"X4

und die boolschen Variablen die Werte O (fiir falsch) und 1 (fiir wahr) annehmen.

Ist F erfiillbar, d.h. es gibt eine Belegung der Variablen mit Wahrheitswerten, so daf3 die

ausgewertete Formel F den Wert 1 erhilt?

Bemerkung:
Z.B. bedeutet x3' eine negierte boolsche Variable
+ bedeutet das logische ODER und - das logische UND

4.4.14.1.1 Beispiel

F=xitxtx3' - X' - XotxX3 - X{"tX4

Man beginnt mit der leeren Belegung «.

E bedeutet nicht erfiillbar.

Die Belegungen konnen von (0), (1), (0,0), (0,1), ...(0,0,0,0) , ..., (1,1,1,1) gehen.

F=xi+xtx3' - X' - Xotx3 - X{"tX4
ist erfillbar fiir (0, 1, x, x) oder (0, 0, 1, x), wobei x beliebig mit x € {0 ; 1} ist.

4.4.14.2 Definitionen

n>0 sei die Anzahl der verschiedenen Variablen in einer vorgegebenen Formel F (im obigen

Beispiel 4).

Jedes Element (t;, ..., t) aus der Menge {0;1}" nennt man eine Belegung der Formel F mit
den Variablen xy, ..., X, ,wobei t; firx; , ..., tg fiir xx eingesetzt (0 flir falsch und 1 fiir wahr)
wird.

Eine Belegung V' = (ty, ..., tm+1) nennt man einen Nachfolger der Belegung V = (14, ..., tn).
V =(ty, ..., ty) mit k <n erfiillt F <==> Die Formel F ist fiir die Belegung V wahr.

V = (ty, ..., ty) mit k <n erfiillt nicht F <==> Die Formel F ist fiir die Belegung V falsch.

V =(ty, ..., ty) mit k < n entscheidet F nicht <==> Der Wahrheitswert der Formel F kann fiir
die partielle Belegung V nicht entschieden werden..

Eine Belegung V=(t,, ..., ti.1, tx) heilit Blatt <==> V erfiillt F und (ty, ..., tx.;) entscheidet F
nicht oder V erfiillt F nicht und (ty, ..., ty.;) entscheidet F nicht.
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4.4.14.3 Regeln

n>0 sei die Anzahl der verschiedenen Variablen in F

M = {0,1}

A= {xeM*| x|<n}=MuUMU...UM"

Das bedeutet A ist die Menge aller Zahlenfolgen mit maximaler Lénge n wobei alle Zahlen
der Zahlenfolge aus {0,1} sein miissen.

E = (-1, ... ,-1) wobei dieses Tupel die Lange n hat.

B:=AUE

f={((V1, V2),V) |VEA AV €A A V; €A, wobei V,, V; die Nachfolger von V sind } : =
{ (V+0, V+1),V) | VeA und V+0 bzw. V+1 ist die um 0 bzw. 1 ergénzte Belegung von V}

g((W1, Wy)) : = das erste W; in (W, W), das # E ist, falls W; # E oder W, #E
E, falls W, =Eund W, = E.

S:=
{ (V, E) |V belegt nicht alle Variablen und eine der Klauseln in F wird durch V auf 0

gesetzt} U

{ (V, V)|V belegt alle Variablen in F und F wird durch V auf 1 gesetzt} U
{(V,E) | V belegt alle Variablen in F und F wird durch V auf 0 gesetzt}

4.4.14.4 Regelnkurznotation

----------- falls(V,W) € S

(Vi, Wi), (V2,Wy)

falls V,, V, Nachfolger von V
(V,g((W,W2)))

4.4.14.5 Ordnung

Man bildet wie folgt eine geordnete Liste der Menge A : = {0 ; 1}"

Man sortiert alle Folgen der Lange n nach einem vorgegebenen Kriterium (z.B. dem Alphabet
nach) und fiigt sie in die Liste ein.

Dann sortiert man alle Folgen der Léange n-1 und fiigt sie an die Liste an, usw.

Die Menge aller so konstruierten Folgen bilden die Menge A mit der entsprechenden
Ordnungsrelation <
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4.4.14.6 Beispiel-Baum (g, 01)

—

(0,01) (1, E)

VRN

(90, E)

/

(000, E) | |(001, E)

F=xi+xtx3' - X' - Xotx3 - X{"tx4

ist gegeben.

Dies ist der Baum zur obigen Formel F, wobei die Belegung der Formel gesucht wird. Der
Baum wird von den Bléttern (hier als umrandete Késtchen gezeichnet) ausgehend zur Wurzel
konstruiert.

4.4.14.7 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 4 Version 2

1) f entscheidbar und g[] ist berechenbar und V(by, ..., by)eB* |g[{(b, ..., by)}] | <00 und
D[] ist berechenbar und VaeA D;[{a}]< 00

2)

A ist aufzédhlbar mit folgender Eigenschaft:

((Vy,..,Vp),V)yef=> V<V A...A V<V

Die Nachfolger V; haben eine um 1 groBere Linge und sind deshalb (siehe Definition der
Ordnungsrelation) kleiner als V.

3) Rg ist die durch F und die Projektion von S in die 1. Koordinate induzierte Regelmenge.
Ax(Rf) = Menge aller Blitter.

Rr={({V1, V2},V) | VEA AV €A A V; €A, wobei Vi, V; die Nachfolger von V sind } U
Ax(Rp)

4) Die zweistellige Relation ( P(A), Ry, A ) ist linkseindeutig und rechtstotal
klar

5) F ist disjunkt zerlegbar.
klar,da | F |=1

6) g ist rechtseindeutig
klar, da g eine Abbildung ist.

7)

S:={(V,E)|V belegt nicht alle Variablen und eine der Klauseln in F wird durch V auf 0
gesetzt} U

{ (V, V)|V belegt alle Variablen in F und F wird durch V auf 1 gesetzt} U

{ (V,E) | V belegt alle Variablen in F und F wird durch V auf 0 gesetzt}

also ist S rechtseindeutig.
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4.4.14.8 Anwendung des RekIndsatz 4 Version 2
Wenn WeA, dann gilt:

N(V)=E falls V ist Blatt und V erfiillt F nicht
N(V)=V falls V ist Blatt und V erfiillt F
N(V) = g( (N(V+0), N(V+1)) ) sonst, wobei V+0 und V+1 Nachfolger von V
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4.4.15 Tiefe eines Baums bestimmen
4.4.15.1 Beschreibung

K= {nj, ..,n,, } ist die Knotenmenge eines Graphen mit Knotenanzahl [K| = anz, wobei der
Graph ein Baum ist, d.h. ein spezieller Graph mit einer Wurzel.

Je zwei benachbarte Knoten i und j haben einen bestimmten Abstand a(i , j) voneinander, der
im Beispiel durch eine Zahl an der Kante dargestellt wird.

Mit (ky, ..,k,) ) (andere Schreibweise: [ki, ..,k,] um runde Klammergebirge zu vermeiden)
wird ein Pfad in einem Graphen bezeichnet, wobei die k;, ...k, Elemente aus der
Knotenmenge des Graphen alle benachbart und paarweise verschieden sind.

Der Pfad [ky, ...k, , k1] ist ein Nachfolger des Pfads [k, ...k,] gdw ky:; und k, benachbart
sind.

Gesucht ist die Tiefe eines Baums, d.h. die Liange des ldngsten Pfades von der Wurzel zu
einem Blatt.

Die Absicht ist, einen vorgegebenen Pfad [k, ..,k,] so zu einem Pfad [k, ...ky , Vas1, ooy Vin |
zu erginzen, dal} vy, ein Blatt des Baumes wird.und die Linge des Pfades
ki-—>... >k, --->vp > ... -> v, maximal wird.

4.4.15.2 Regeln

A : = Menge aller Pfade des Baums
B : = Menge aller Paare (w, p) wobei w eine natiirliche Zahl (einschlieBlich 0 und 00) und p
ein Pfad im Graph G bedeutet.

f={({(p1,.>Pr)P) |PEAADPIEA A ... ADP: €A, Wobei py, ...pr die Nachfolger von p }
g( (1, p)s oos (Bmy Pm)) ) = ( max {bi i)

efl,...,

wobei pg der 1.Pfad mitby = nlqax} {b;}

i {l,...,
S:=
{ ((ky, ...kn) s (alky, ko) + ... +a(kn, kn) , (ky, .kn) ) ) | (ky, ..,ky) hat keinen Nachfolger }

4.4.15.3 Regelnkurznotation

R1:
[ki, ...kn] hat keinen Nachfolger

%)

( [k], ..,kn] N (a(k1, kz) + ...t a(kn_l, kn), [k], ..,kn] ))

R2:
sonst, d.h: [py, ..,pm] ist Nachfolger von p

(1 5 (b1, kp1)) s ooy (Pm 5 (B, kpm) )

(P, g( (b1, kp1), ..., (bm, kpm)) ) )
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4.4.15.4 Ordnung

Man bildet wie folgt eine geordnete Liste der Menge A aller Pfade:

Man sortiert alle Pfade der Liange |K| nach einem vorgegebenen Kriterium (z.B. dem Alphabet
nach) und fiigt sie in die Liste ein.

Dann sortiert man aller Pfade der Lange [K|-1 und fiigt sie an die Liste an, usw.

Die Menge aller so konstruierten Folgen bilden die Menge A mit der entsprechenden
Ordnungsrelation <

4.4.15.5 Beispiel-Baum

30
10 20 40
2 3 4 >
% 80 60 50 30 40
§ 7 . 9 10 11
50 60
12 13
und hier der "ausgewertete" Baum:
((1);
(120, (1,5,10,13)))
1
30
10 20 40
2 3 4 >
((1,2); ((1,3); ((1,4); ((1,5);
(100, (1,2,6))) (80, (1,3,8))) (40, (1,4))) (120, (1,5,10,13)))
90 80 60 50 30 40
‘ \7 . 9 10 11
((1,2,6); ((1,2,7); ((1,3,8); ((1,3,9); ((1,5,10); ((1,5,11);
(100, (1,2,6))) Ji(90, (1,2,7))) | (80, (1,3,8))) [I(70, (1,3,9))) | (120, (L,5,10,13))) (70, (1,5,11)))
50 60
12 13
((1,5,10,12); ((1,5,10,13);

(110, (1,5,10,12))) (120, (1,5,10,13)))
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4.4.15.6 Uberpriifen der Voraussetzungen des RekIndsatz 4 Version 2

1) f entscheidbar und g[] ist berechenbar und V(by, ..., by)eB* |g[{(b, ..., b;)}] | <00 und
D[] ist berechenbar und Vae A D;[{a}]< 00

2)

A ist aufzihlbar mit folgender Eigenschaft:

((Vi,.., V), V)yef= V<V A...A V;<V

Die Pfadldange (zur Wurzel) dieser Nachfolger ist um eins grofSer und sind deshalb (siehe
Definition der Ordnungsrelation) kleiner als V.

3) Rg ist die durch F und die Projektion von S in die 1. Koordinate induzierte Regelmenge.
Rr={({{V1 .., Vi},V) |[VEA AV €A A ... AV, €A, wobei Vi, ...V, die Nachfolger von V
im Baum sind } U Ax(R)

4) Ry ist linkseindeutig und rechtstotal
klar

5) F ist disjunkt zerlegbar.
klar,da |F|=1

6) g ist rechtseindeutig
klar, da g eine Abbildung ist.

7)

S :={([ki, ...kn] , n) | [ki, ..,kn] hat keinen Nachfolger}
also: S ist rechtseindeutig

4.4.15.7 Anwendung des RekIndsatz 4 Version 2
Wenn VeA, dann gilt:

N([ky, ...kn]) = (a(ky, ko) + ... + a(kn-1, kn) ; [K1, -..kn] )
falls [k, ..,k,] hat keinen Nachfolger

N(p) = g( (N(p1), .-, N(Pm)) ) sonst, wobei py, ..,pm die Nachfolger von p sind.

Bemerkung:
Man muf3 noch zeigen, daf die Abbildung N(p) auch wirklich eine Formalisierung des
kiirzesten Abstands ist.
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4.4.16 Kiirzester Abstand zweier Knoten in einem Graph
4.4.16.1 Beschreibung

K= {nj, ..,n,, } ist die Knotenmenge eines Graphen mit Knotenanzahl [K| = anz.

Je zwei benachbarte Knoten i und j haben einen bestimmten Abstand a(i, j) voneinander, der
im Beispiel durch eine Zahl an der Kante dargestellt wird.

Mit [k, ...k,] (andere Schreibweise: [k, ..,k,] um runde Klammergebirge zu vermeiden) wird
ein Pfad in einem Graphen bezeichnet, wobei die ki, ...k, Elemente aus der Knotenmenge
V(G) des Graphen G alle paarweise verschieden sind und k; und k;;; benachbart sind.

Der Pfad [k, ...k, , kn+1] 1st ein Nachfolger des Pfads [k, ..,.k,] gdw ky,+; und k;, benachbart
sind.

Gesucht ist der kiirzeste Abstand d([ki, ...k, ] , k ) zweier Knoten k, und k
wobei [k, ..,k,] ein Pfad ist und dieser Weg nicht durch einen der Knoten { ki, ...k,.; } gehen
darfund k ¢{ ky, ...kn1 }.

Die Absicht ist, (bei einem vorgegebenen Knoten k) einen vorgegebenen Pfad [k, ...k,] so zu

einem Pfad [k, ...k, , Vni1, ..., k | Zu ergénzen, daf die Liange des Pfades
ki -—>... >k, --->Vy > ... ---> k minimal wird.

4.4.16.1.1 Beispiel

Die Knotenmenge des Graphen ist {1,2,3,4,5,6,7,8 }

Die Zahlen an den Kanten bedeuten die Abstinde zwischen 2 Knoten.

Der kiirzeste Abstand zwischen den Knoten 1 und 3 betragt d([1],3)=50+60=110
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4.4.16.2 Regeln

A : =Menge aller Paare ([ki, ...k,] , k) wobei [k, ...k,] ein Pfad ist und k ¢ { ki, ...kn.1}.
B : = Menge aller Paare (w, p) wobei w eine natiirliche Zahl (einschlieBlich 0 und 00) und p
ein Pfad im Graph G bedeutet.

f={(((p1,k), ..., (pr,K)),(p,k)) | peAAPIEAA.. AP €Ak eK
wobei py, ...pr die Nachfolger von p }

g( (b1, p1), - (bm, pm)) ) = ( min {1}, pic)

wobei pyder 1.Pfadmitby = min {b;}

i€{l,...,m}

S:={((ky,...,k).K); (akiko)t alky.ks)+... a(ke1.ky), (ki, ..., k) ) |[k=kr} U
{ (((ky, ... , ke),k) 5 (00, (-1))) | (ky, ..., k;) hat keinen Nachfolger und k # kr }

4.4.16.3 Regelnkurznotation

R1:
%)

—- falls k, =k
( ([kl, ..,kn] ,k) ) (a(kl, kz) + a(kz, k3) + ...t a(kn_], kn) , [k], ..,kn]) )

R2:
k # k, und es gibt keinen Nachfolgerpfad mehr von [k, ...k,] (d.h. es existieren keinen

"freien" direkten Nachbarknoten mehr von k;), d.h. alle direkten Nachbarknoten von k, sind
Element von { ki, ...kn1 }

Beispiel oben: ( ([3,7,8,4],1) ; (00, [-1]))

%)

(([k1, -..knlk) , (00, [-1]) )

R3:
[ki, ...kn , Vi, ..., [ki, ...kn , V] sind die Nachfolger von [ki, ..,k].

(([k1, -kn, V1], k)5 (b1, [Vi, sV, NiD) ) 5 ooy, ([K1, -k 5 Vin, K) 5 (B, [V, -y Vi, Nim]) )

( ([ki, ...kn], k), g( (b1, [Vi, -sVe Ni]), ooy (Brmy [V, -os Vi, Nim])) )
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4.4.16.4 Ordnung

Man bildet wie folgt eine geordnete Liste der Menge A aller Pfade:

Man sortiert alle Pfade der Lange |[K| ( = Menge aller Knoten des Graphen) nach einem
vorgegebenen Kriterium (z.B. dem Alphabet nach) und fiigt sie in die Liste ein.

Dann sortiert man aller Pfade der Lénge [K|-1 und fiigt sie an die Liste an, usw.

Die Menge aller so konstruierten Folgen bilden die Menge A mit der entsprechenden
Ordnungsrelation <

4.4.16.5 Beispiel-Baum
(@3).1);
(110, (3,2,1)))

((3,7).1) ; ((3,2),1); ((3:4),1);
(190, (3,7,6,2,1))) (110, (3,2,1))) (350, (3,4,8,7,6,2,1)))
((3,7,6),1) ; ((3,7,8),1); ((B2.1D.1);  ((3.26).1); (3,4,8),1) 5

(190, 3,7,6.2,1))) (00, (-1))) (110, (3.2,1)) (210,(32,6,5,1))) (330, (3,4.8,7.62,1)))

/ \ ((3,7.8,4),1):] ((3,2,6,5),1) ; ((3,:4.8,7),1) ;

((3,7,6,2),1) 5 ( (3973695)a (2 1’0, (3,2,6,5,,1))) (350, (3,4,8,7,6,2,1)))

(190, 3.7.62,1))  (230,(3,7,6,5,1y) (1) /

: ; ((3,4,8,7,6),1) ;
(3.7.6.2.1),1); | (G765, (3.2,6,5.1).1) ; (350, (3,4.8,7,6,2,1)))

(190, (3,7,6,2,1))) | [(230,(3,7,6,5.1)))| (210, (3,2,6,5.1))) / \

((3,4,8,7,6,2),1); ((3,4,8,7,6,5),1);
(350, (3,4,8,7,6,2,1))) (390, (3,4,8,7,6,5,1)))

| |

((3,4,8,7,6,2,1),1); ((3,4,8,7,6,5,1);1);
(350, (3,4,8,7,6,2,1))| 399, (3,4,8,7,6,5,1)))

Dies ist der Baum zum obigen Graphen, wobei der kiirzeste Pfad vom Knoten 3 zum Knoten
1 gesucht wird. Der Baum wird von den Bléttern (hier als umrandete Késtchen gezeichnet)
ausgehend zur Wurzel konstruiert.
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4.4.16.6 Anwendung des RekIndsatz 4 Version 2

Wenn [k, ...k,] €A, dann gilt:
N( ([ki1, ...kn], k) ) = (a(ki,ko)*...+alkn.1,kn), [ki, ...ka] ) falls k =k,

N( ([ky, ...ka], k] ) ) = (00, [-1]) falls [ki, ..,k,] keinen Nachfolger und k # k,

N((p,k))=g( (N(p1,k), ..., N(pm, k)) )  sonst, wobei pj, ..,p, die Nachfolger von p sind.

Bemerkung:
Man muf3 noch zeigen, daf die Abbildung N(p, k) auch wirklich eine Formalisierung des
kiirzesten Abstands ist.
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4.4.17 Kiirzeste Rundreise in einem Graph
4.4.17.1 Beschreibung

K= {nj, ..,n,, } ist die Knotenmenge eines Graphen mit Knotenanzahl [K| = anz.

Je zwei benachbarte Knoten i und j haben einen bestimmten Abstand a(i, j) voneinander, der
im Beispiel durch eine Zahl an der Kante dargestellt wird.

Mit [k, ...k,] (andere Schreibweise: [k, ..,k,] um runde Klammergebirge zu vermeiden) wird
ein Pfad in einem Graphen bezeichnet, wobei die ki, ...k, Elemente aus der Knotenmenge K
des Graphen alle paarweise verschieden sind und k; und kj;; benachbart sind.

Der Pfad [k, ...k, , kn+1] 1st ein Nachfolger des Pfads [k, ..,.k,] gdw ky,+; und k;, benachbart
sind.

Gesucht ist kiirzeste Pfad (Rundreise), der von einem Anfangsknoten k ausgeht, alle Knoten
des Graphen genau einmal besucht und wieder am Anfangsknoten k ankommt.

Die Absicht ist, einen vorgegebenen Pfad [k, ...k,] so zu einem Pfad [k, ...kn , Vat1, ..o, Vi) ]
zu erginzen, dal} vk zu k; benachbart ist und die Linge der Rundreise
ki ->... -->ky --->vVpi1 > ... > Vg ---> k; minimal wird.

4.4.17.1.1 Beispiel

Die Knotenmenge des Graphen ist {1 ,2,3,4,5,6,7,8 }

Die Zahlen an den Kanten bedeuten die Abstinde zwischen 2 Knoten.
Die kiirzeste Rundreise, die beim Knoten k = 4 beginnt ist:
[4,3,2,1,5,6,7,8,4]

Bem:

[4,8,7,6,5,1,2,3,4] ist ebenfalls eine kiirzeste Rundreise.
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4.4.17.2 Regeln

A : = Menge aller Pfade im Graph.
B : = Menge aller Paare (w, p) wobei w eine natiirliche Zahl (einschlieBlich 0 und 00) und p
ein Pfad im Graph G bedeutet.

f={((p1, . >Pr)sP) |PEAADPIEA A ... AD: EA, WODEI Py, ...p; die Nachfolger von Pfad p }
g( (b1, p1), - (b, pm)) ) = ( min {1}, pic)

efl,...,

wobei pgder 1. Pfad mitby = min {b;}

iefl,...,m}

S: =
{([k1, ...kn] ; Ca(ky,ko) +...a(kn.1,kn) + a(ky,ky), [Ki,...ka] ) )| [K1, ...kn] hat keinen
Nachfolger und [k, ..,.k,] und n = | G und k;, und k; sind benachbart}
{([ky, ...kn] ; (00, [-11))] [ki, ...kn] hat keinen Nachfolger und es gilt nicht :
[ki, ...ks] und n = Knotenanzahl und k; und k; sind benachbart}

4.4.17.3 Regelnkurznotation

Regel 1:
[ki, ...ks] hat keinen Nachfolger und [k, ..,k,] und n = |K| und k, und k; sind benachbart:

%)

([k1, ..,kn] ) ( a(k1,k2)+...a(kn_],kn)+a(kn,k1), [k], ..,kn] ) )

Regel 2:

[ki, ...ks] hat keinen Nachfolger und es gilt nicht :

[k1, ...ks] und n = Knotenanzahl und k, und k; benachbart:
N([ki, ...kn ]) = (00, [-1])

%)

([ki, ...ka] 5 (00, [-1]))

Regel 3:
sonst, wobei [k, ...k, Ni], ..., [k, ..,.kn, Niy| die Nachfolger von [k;, ..,k,] sind
und pg der 1.Pfad mit by = nllin } {bi}

i {l,...,
([kl, "7k1’15 Nl]? (bl,pl)) EIRRRS] ([k17 "7k1’15 Nm]7 (bm,pm))

( [k, ...ka] 5 g( ((b1,p1) -oes (brsPm)) ) )
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4.4.17.4 Ordnung

Man bildet wie folgt eine geordnete Liste der Menge A aller Pfade:

Man sortiert alle Pfade der Lange |K| nach einem vorgegebenen Kriterium (z.B. dem
Alphabet nach) und fiigt sie in die Liste ein.

Dann sortiert man alle Pfade der Lénge [K|-1 und fiigt sie an die Liste an, usw.

Die Menge aller so konstruierten Folgen bilden die Menge A mit der entsprechenden
Ordnungsrelation <

4.4.17.5 Beispiel-Baum
((3);
(500, (3,2,1,5,6,7,8,4)))

((3,7); ((3.2); ((3.4);
(00, (-1y)) (500, (3,2,1,5,6,7,8,4))) (500, (3,4,8,7,6,5,1,2)))
/ l / ((32.6): l
(3,7,6); (3,7.8);  (B.2.1); (00, (-1))) ((3,4.8);

(00, (-1)) (00, (-1)))  (500,(3.2,1,5,6,7.84))) | g (500, (3,4.,8,7,6,5,1,2)))

((3,2,6,5); ((3,2,6,7); x
/ \ \ (00, (-1))) (00, (-1)))
((3,4,8,7);

(3.7.62);  (3.7.65; [(3.7.84); (3219 (500, (3,4.8,7.6,5,1.2)))
(00, (-1))) (00, (-1))) (00, (-1y)) | (500, (3.2,1,5,6,7.8,4))) (32678 : l

(00, (-1)))
((3,2,1,5,6) N ((3,4,8,7,6) :
(37.62.1): (3.7.651); (500, (3,2,1,5,6,7,8,4))) [ ((3,2,6,7,8,4) 5| (500, (3,4,,7,6,5,1,2)))

((3,2,1,5,6,7) ; (3,2,6,5,1) ; _
i (500, (3,2,1,5,6,7,8,4))) (00, 1)) %3,’?37,216,’85,)7’,6,5,1,2»)
((3,7,6,2,1,5) ;] [((3,7,6,5,1,2) ; ((3,4,8,7,6,2);
(00, (-1))) (00, (-1))) (00, (-1))) i
/ ((3,4,8,7,6,5,1);
((3,2,1,5,6,7.8) ; (500, (3,4,8,7,6,5,1,2)))
(500, (3,2,1,5,6,7.8,4))) (3.48.7.62.1): i
/ (00. 1) ((3,4,8,7,6,5,1,2);
((3,2,1,5,6,7,8,4) ; (500, (3,4,8,7,6,5,1,2)))
(500, (3,2,1,5,6,7,8,4))) ((3,4,8,7,6,2,1,5);
(00, (-1)))

Dies ist der Baum zum obigen Graphen, wobei die kiirzeste Rundreise vom Knoten 3
ausgehend gesucht wird. Der Baum wird von den Blattern (hier als umrandete Késtchen
gezeichnet) ausgehend zur Wurzel konstruiert.
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4.4.17.6 Anwendung des RekIndsatz 4 Version 2

N([ki, ...kq]) = (a(ky,ko)+...+a(ky 1, kn)Ha(kn,ky), [ki, ...kn] )
wenn [k, ...k, €A, dann gilt:
[ki, ..,kn] hat keinen Nachfolger und
[ki, ...kn] und n = Knotenanzahl und k,
und k; benachbart:

N([ki, ...kn]) = (00, [-1])
[ki, ..,ks] hat keinen Nachfolger und nicht:
[k1, ...ks] und n = Knotenanzahl und k,
und k; benachbart:

N(p) = g( (N(p), .., N(pm)) )

sonst:
wobei pjy, ..,pm die Nachfolger von p sind.

Bemerkung:
Man mul} noch zeigen, daf3 die Abbildung N(p) auch wirklich eine Formalisierung der
kiirzesten Rundreise ist.
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5 Was fehlt noch

1) Sortieren einer Liste mit Rekursion.

2)

Solitdr: 38 Kugeln (Anordnung s.u.,keine in der Mitte)

Ziel: Nur noch eine Kugel genau in der Mitte {ibrigzulassen.

Anleitung: Mit einer Kugel iiber eine andere auf ein freies Feld springen, die libersprungene
Kugel darf weggenommen werden.
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