Mathematische Aufgaben fiir den Einsatz von CAS-Systemen

1 Mobile

Aufgabe:

Was muB} anstelle des Fragezeichens angehdngt werden, damit das Mobile im Gleichgewicht
bleibt ? Das Gewicht der Fiaden soll vernachléssigt werden, nicht jedoch das der Stébe.
Jeder Stab ist gleich schwer. Kommen Sie mit mdglichst wenig Teilen aus.
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Mathematische Aufgaben fiir den Einsatz von CAS-Systemen

1.1 Losung durch Gausschen Algorithmus

Das Gewicht eines jeden Stabes sei Xs

X2

X2

A

\

Lineare Gleichungssysteme

X2

000|@@@




Mathematische Aufgaben fiir den Einsatz von CAS-Systemen

Das ergibt das folgende Gleichungssystem:

2X1+t2x%+4x4t2X5=3%x;+2Xp+X3

X1 +2X= X1 +4 x4+ X5

X1 tx4=3x%x4

3X3=Xp+3x4+2 X5+ X¢

X2+3X4+X5=X6

X2 =3X4
5x1+t4x+Xx3+4X3+3X5= X0 +3x3 3 x4 +3 X5+ Xg

Zusammengefasst ist dies:

-X1-X3+t4x4+2x5=0
2X2-4X4-X5=0
X1-2X4=0
-X2+3X3-3X4-2X5- X6
X2+3X4+X5-X6=0
X2-3X4=0

5X1+3X2-2 X3+X4- X6=O

Damit ergibt sich die folgende Matrix:

-1 0 -1 4 2 0O O

0 2 O -4 -1 0O O

1 0 0 =2 0 0O O

o -1 3 -3 =2 -1 0

0 1 0 3 1 -1 0

0 1 0O -3 0 0O O

5 3 =2 1 O -1 0
Also:

1 0 0 0 0 -1/4 0
0 1 0 0 0 -3/8 0
0 0 1 0 0 -3/4 0
0 0 0 1 0 -1/8 0
0 0 0 0 1 -1/4 0

Damit ergeben sich die Losungen:

X, 1/4
X, 3/8
X5 3/4
x| s
Xs 1/4
X 1

X1,X2,X3,X4,X5,X4 € ZF = {0719273947596779839}
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Mathematische Aufgaben fiir den Einsatz von CAS-Systemen

1.1.1 Praktische Bestimmung der Losungsmenge

Damit man die Losungsmenge konkret angeben kann, muf3 man die Anzahl der moglichen
Werte fiir x¢ einsetzen und dann testen, ob die anderen x; € ZF sind.

Die Anzahl der zu testen Moglichkeiten ist also:

TA=10

Daraus - oder durch Probieren - ergibt sich z.B. dann folgende Losung:
X1=2, X%=3, X3=6, x4=1, Xs=2, X¢=8
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Mathematische Aufgaben fiir den Einsatz von CAS-Systemen

2 Mobile

Aufgabe:

Was muB} anstelle des Fragezeichens angehdngt werden, damit das Mobile im Gleichgewicht
bleibt ? Das Gewicht der Fiaden soll vernachléssigt werden, nicht jedoch das der Stébe.
Jeder Stab ist gleich schwer. Kommen Sie mit mdglichst wenig Teilen aus.

oI

a2
<>.<>.\

Lineare Gleichungssysteme



Mathematische Aufgaben fiir den Einsatz von CAS-Systemen

2.1 Losung durch Gausschen Algorithmus

Das Gewicht eines jeden Stabes sei X7
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Mathematische Aufgaben fiir den Einsatz von CAS-Systemen

Das ergibt das folgende Gleichungssystem:

3X1+X2=2X3+4X4+3X5+X6+3X7

X3+X5+X6=X3+4X4+2X5+2X7

X3tX4 =3x4+2X5+X7

2Xs5 =3 %4

2X2+X4+X5 =X1+X5 +X6+X8+2X7

Xg =X] +X5+ X6+ Xy

X = X1t X5

3X1+X2+2X3+4X4+3X5+X6+4X7=X1+2X2+X4+2X5 +X6+3X7+Xg

Zusammengefasst ist dies:

3X1+X2-2X3-4X4-3X5-X6-3X7=0
-4X4-X5+X6-2X7=0
X3-2X4-2X5-X7=0

-3X4+2X5 =0

X1 +2Xp+Xg-Xg -2%X7-%X3=0
-X1-X5-X6-X7+Xg=0

-X1 - X5 + Xg =0
2X1-Xt2x3+3x4+X5+%x7-%x3=0

Damit ergibt sich die folgende Matrix:

3 1 -2 -4 -3 -1 =3 0O O

0 0 O -4 -1 1 -2 0O 0

0 0 1 -2 =2 o -1 0O O

0 0 0O -3 2 0 0 0O 0
-1 2 0 1 o -1 -2 =1 0
-1 0 0 o -1 -1 -1 1 0
-1 0 0 o -1 1 0 0O O

2 -1 2 3 1 0 1 -1 0
Also:
1 0 0 0 0 0 0 -10/27 O
0 1 0 0 0 0 0 -25/27 0
0 0 1 0 0 0 0 -11/27 O
0 0 0 1 0 0 0 -2/27 0
0 0 0 0 1 0 0 -1/9 0
0 0 0 0 0 1 0 -13/27 0
0 0 0 0 0 0 1 -1/27 0
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Mathematische Aufgaben fiir den Einsatz von CAS-Systemen

Damit ergeben sich die Losungen:

X, 10/27
X, 25/27
X, 11/27
X, 2/27
x| 19
X 13/27
X, 1/27
Xg 1

X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8 € ZF = {051a253a455a657a859}

2.1.1 Praktische Bestimmung der Losungsmenge

Damit man die Losungsmenge konkret angeben kann, mufl man die Anzahl der moglichen
Werte fiir xg einsetzen und dann testen, ob die anderen x; € ZF sind.

Die Anzahl der zu testen Moglichkeiten ist also:

TA=10

Daraus ergibt sich z.B. dann folgende Lésung:
X1 = 10, X2=25, X3 = 11, X4=2, X5=3, X6 = 13, X7 = 1, Xg=27
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Mathematische Aufgaben fiir den Einsatz von CAS-Systemen

3 Zauberquadrat
Aufgabe:

Wie muB3 man die Zahlen 1 bis 9 auf die 9 Zellen der folgenden Tabelle verteilen, dal} die
Summe in den Spalten, Zeilen und Diagonalen gleich groB ist ?

3.1 Losung durch Probieren

217
915]1
41318

3.2 Mathematische Losung

Summe in den Diagonalen, bzw. Spalten bzw. Zeilen: x,¢

X1 | X2 | X3
X4 | X5 | X6
X7 | X8 | X9

Das ergibt das folgende Gleichungssystem:

X1 + X0 + X3 = Xjp

X4 + X5 + Xg = Xipo

X7 + Xg + X9 = Xjp

X1 + Xg4 + X3 = Xjp

Xo + X5 + Xg = Xjp

X3 + Xg + X9 = Xipo

X1 t+ X5 + X9 = X10

X3 + X5 + X7 = Xipo

X] + X0 + X3 + X4 + X5 + X + X7 + Xg + x9 = 45
umgeformt:

X1 + Xo + X3 - X190 = 0

Xyq + X5 + Xe — X100 = 0

X7 + Xg + X9 — X190 = 0

X1 t+ X4 + X7 — X109 = 0

Xy + X5 + Xg — X190 = 0

X3 + Xg + X9 — X190 = 0

X1 + X5 + X9 — X190 = 0

X3 + X5 + X7 - X190 = 0

X1 + X + X3 + X4 + X5 + Xg + X7 + Xg + X9 = 45

oder in Matritzenform (Gausscher Algorithmus)
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Mathematische Aufgaben fiir den Einsatz von CAS-Systemen

1 1 1 0 0 0 0 0 0 -1 0

0 0 0 1 1 1 0 0 0 -1 0

0 0 0 0 0 0 1 1 1 -1 0

1 0 0 0 1 0 0 0 1 -1 0

0 0 1 0 1 0 1 0 0 -1 0

1 0 0 1 0 0 1 0 0 -1 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0 -1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1 -1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 45
also:

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 10

0 1 0 0 0 0 0 1 0 10

0 0 1 0 0 0 0 -1 -1 0 -5

0 0 0 1 0 0 0 -1 -2 0 -10

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 5

0 0 0 0 0 1 0 1 2 0 20

0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 15

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 15

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Damit ergeben sich die Losungen:

X, 10 0 -1

X, 10 -1 0

X, -5 1 1

X, -10 1 2

X5 5 0 0

= +2xg - + X

X 20 -1 -2

X, 15 -1 -1

Xq 0 1 0

Xy 0 0 1

X1 15 0 0

X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,Xs,Xo € ZF0={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

L={(x1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,Xs,X9,X10) | X1 = 10-X9 Ax2=10-Xg A X3=-5+Xg+X9
AXs=-10+ Xg+2X9 A X5 = 5 A Xg = 20- Xg - 2X9
AX7=15-Xg X9 A X190 =15 A Xg €ZF0 Ax9eZFO0 }
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Mathematische Aufgaben fiir den Einsatz von CAS-Systemen

3.2.1 Praktische Bestimmung der Losungsmenge

Damit man die Losungsmenge konkret angeben kann, muf3 man die Anzahl der moglichen
Werte fiir Xg , X9 einsetzen und dann testen, ob die anderen x; € ZF0 sind.

Die Anzahl der zu testen Moglichkeiten ist also:

TA=9’

Daraus - oder durch Probieren - ergibt sich durch Probieren z.B. dann folgende Lésung:
X1=2, X%=7, X3=6, x4=9, Xx5=95, X¢=1, x7=4, x3=3, Xg=8

3.3 Losung durch Brute Force

Eine andere Losung bekommt man, indem man alle moglichen Werte fiir die Variablen x;
einsetzt und dann testet, ob diese den Bedingungen gentigen.

Die Anzahl aller zu testenden Moglichkeiten ist also:

TA=9’

Bemerkung:

Es 148t sich relativ leicht selbst ein Programm (mit verschachtelten Schleifen) schreiben, das

alle Moglichkeiten testet.

3.4 Vergleich Brute Force - Gauss

Gauss TA = 9°
Brute Force TA = 9°

3.5 Ausbau der Aufgabe

Wie mull man die Zahlen 1 bis 16 auf die 16 Zellen der folgenden Tabelle verteilen, daf3 die
Summe in den Spalten, Zeilen und Diagonalen gleich grof3 ist ?

1) Wie sieht der Vergleich der Losungen Brute Force - Gauss aus ?

2) Lasst sich die Brute Force Methode mit den heutigen Computern in vertretbarer Zeit
iiberhaupt 16sen ?

3) Was passiert, wenn man das Zauberquadrat noch grésser macht ?

X1 | X2 | X3 X4

X5 | X6 | X7 X8

X9 | X10 [ X11  X12

X13 [ X14 | X15 X16

Lineare Gleichungssysteme
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Mathematische Aufgaben fiir den Einsatz von CAS-Systemen

4 Send More Money

Im folgenden Zahlenritsel sollen die Buchstaben durch Ziffern ersetzt werden (gleiche
Buchstaben — gleichen Ziffern und verschiedene Buchstaben — verschiedene Ziffern).
Eine Ziffer ist Element der Menge ZF = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Ein Ubertrag (bei der Addition) ist Element der Menge UE = {0,1}.

Welche Méglichkeiten gibt es diese Aufgabe zu 16sen ?

4.1 Losungsmoglichkeiten

4.1.1 "geschicktes" Probieren.

Dies ist fiir diejenigen geeignet, die gerne Denksportaufgaben 16sen.

4.1.2 Gausscher Algorithmus

In der Aufgabe kommen die 8 Unbekannten S, E, N, D, M, O, R, Y vor.

Mit diesen kann man ein lineares Gleichungssystem aufstellen, das sich nach dem Gausschen
Algorithmus 16sen ldsst.

Dies ist flir diejenigen geeignet, die gerne Mathematikaufgaben 16sen.

Setze:

x1 =S8, x2=E, x3=N, x4=D, x5=M, x6=0, x7=R, x8=Y
und fiir die Ubertrige:

x9=ul, x10=u2, x11=u3

Es gilt:

x1, x2, x3, x4, x5, x6, X7, x8 €ZF

x9,x10, x11 eUE

Lineare Gleichungssysteme 12



Mathematische Aufgaben fiir den Einsatz von CAS-Systemen

x4 + x2 = x8 + 10x9
x3 + x7 + x9 = x2 + 10x10
x2 + x6 + x10 = x3 + 10x11
xl + x5 + x11 = x6 + 10x5
x2 + x4 - x8 - 10x9 0
-x2 + x3 + x7 + x9 - 10x10 =0
x2 - x3 4+ x6 + x10 - 10x11 =0
x]l - 9x5 - x6 + x11 =0
O 1 0 1 O 0O 0 -1 -10 0 0O O
Oo-1 1 0 O 0 1 o0 1 -10 0O O
O 1 -1 0 O 1 0 O 0 1 -10 O
1 0 0 0-9-1 0 O 0 0 1 0
1 0 0 0O -90 1 0 1 -9 -9 0
O 1 0 1 00 0 -1 -10 0 0O O
O 0 1 1 O0 1 -1 -9 -10 0O O
O 0 0 O 01 1 O 1 -9 -10 O
X, 0 -9 1 0 1 -9 -9
X, 1 0 0 -1 -10 0 0
=—X -X - X, — X — X
X, 1l o Tl =1 77 -9 “ol-10] "o
X 0 0 1 0 1 -9 -10

X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8 € ZF = {051a253a455a657a859}
X9, X10 , X11 € UE = {0,1}

4.1.2.1 Praktische Bestimmung der Losungsmenge

Damit man die Losungsmenge konkret angeben kann, mufl man die Anzahl der moglichen
Werte fiir x4 , X5, X7, Xg € ZF und X9 , X10, X11 € UE einsetzen und dann testen, ob die
X1, X2, X3, X4 € ZF sind.

Die Anzahl der zu testen Moglichkeiten ist also:

TA=10"- 2°=8- 10"

Daraus - oder durch Probieren - ergibt sich durch Probieren z.B. dann folgende Losung:
X1=9, X2=5, x3=6, x4=7, x5=1, X4=0, x7=8, Xg=7

Lineare Gleichungssysteme
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Mathematische Aufgaben fiir den Einsatz von CAS-Systemen

4.1.3 Brute Force - Methode (Probieren aller Moglichkeiten)

Bei den 8 verschiedenen Buchstaben S, E, N, D, M, O, R, Y gibt es

N = 10* = 100 000 000 Méglichkeiten.

Da ein Mensch nicht so alt wird, alle Mdglichkeiten auszutesten, ldsst man diese einen
Rechenknecht (Computer) mittels eines Programms durch rohe Rechengewalt (brute force)
machen.

Dies ist flir diejenigen geeignet, die gerne programmieren.

Man setzt alle moglichen Werte fiir die Variablen ein und priift dann, ob diese den
Bedingungen gentigen.

Bei den 8 verschiedenen Buchstaben S, E, N, D, M, O, R, Y gibt es

N = 10* = 100 000 000 Méglichkeiten.

Da ein Mensch nicht so alt wird, alle Mdglichkeiten auszutesten, ldasst man diese einen
Rechenknecht (Computer) mittels eines Programms durch rohe Rechengewalt (brute force)
machen.

Dies ist flir diejenigen geeignet, die gerne programmieren.

4.1.3.1 Zeitliche Abschiatzung der Rechenzeit

Man berechnet die Mindestzeit, die der schnellste heute sich auf dem Markt befindliche
Computer benétigt. Wenn diese schon entsprechend groB ist (z.B. 100 Jahre), kann man die
Aufgabe praktisch nicht mit der Brute Force - Methode 16sen und man muss diesen
Losungsansatz verwerfen.

4.1.3.1.1 Optimale Annahmen

1) CPU-Takt: 10 GHz

D.h. die CPU bendtigt fiir einen Takt die Zeit:
T =1/10" Sekunden = 10" s

2) Die CPU arbeitet jeweils in einem Prozessortakt eine Moglichkeit ab.

Dies kann auf keinen Fall unterboten werden. Damit ist die Rechenzeit ty;, die fiir eine
Moglichkeit bendtigt wird:

tm = 10-10 S

Damit ldsst sich die Mindestrechenzeit berechnen:

4.1.3.1.2 Berechnung der Mindestrechenzeit
tmin = Anzahl aller Moglichkeiten - Rechenzeit pro Moglichkeit
=Nty =10°-10"5=10,01s.

Das Ergebnis bestitigt uns, diesen Losungsansatz weiter zu verfolgen !

4.1.3.1.3 Parallelisierbarkeit
Ist das Problem parallelisierbar, d.h. wie kann man die Losung dieser Aufgabe auf mehrere
Prozessoren verteilen, so dass diese parallel und gleichzeitig arbeiten ?

Losung:
Man kann z.B. das Programm abdndern und aus dem einen Programm 10 verschiedene
Programme machen, in der Art, dass beim ProgrammO S = 0 gesetzt wird, beim Programm]

Lineare Gleichungssysteme 14



Mathematische Aufgaben fiir den Einsatz von CAS-Systemen

S =1, ... und beim Programm9 S = 9 gesetzt wird. Dann kann jedes dieser einzelnen
Programme parallel und gleichzeitig auf 10 verschiedenen Computern ablaufen.

4.1.3.1.4 Maximale Anzahl von Moéglichkeiten
Wie grof3 wird die maximale Anzahl der Moglichkeiten, bei Aufgaben dieser Form
(Buchstaben werden durch Ziffern ersetzt) ?

Losung:

Da maximal 10 verschiedene Ziffern in dieser Art von Aufgaben vorkommen, kénnen auch
nur maximal 10 verschiedene Unbekannte (Variablen) vorkommen. D.h. die maximale
Anzahl der Moglichkeiten ist:

N = 10'"° Méglichkeiten.

und

tmin = N -ty =10"°-10"s=1s.

4.2 Vergleich Brute Force - Gauss

Gauss TA =8 - 10*
Brute Force TA = 10°

Lineare Gleichungssysteme
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Mathematische Aufgaben fiir den Einsatz von CAS-Systemen

5 Weitere Zahlenratsel

RIESE EINS
+ GAUSS + EI NS
EUKLTID Z WE I
Zeige

DREI 4+ DRETI # S ECHS
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Mathematische Aufgaben fiir den Einsatz von CAS-Systemen

6 Magische Sechsecke

1) Siehe "Spektrum der Wissenschaft" August 2012

Die Zahlen 1 bis 12 sollen (jeweils nur einmal) auf diese 12 Sechsecke verteilt werden.

Gibt es fiir dieses Sechseck eine magische Belegung, d.h. gibt es eine Belegung, bei der
jeweils die Summe der Zeilen, die Summe der rechten Diagonalen und die Summe der linken
Diagonalen gleich groB sind ?

Wenn ja, welche ?

Die hier angegebene Belegung ist nicht magisch, denn es gilt nicht:
1+2+3=4+5+6+7=8+9+10=11+12=
1+4=2+5+8=3+6+9+11=7+10+12=
44+8+11=1+5+9+12=2+6+10=3+7
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