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1 Aufgabe

Bei einer Lotterie konnen Sie ein Konto mit einem bestimmten Betrag b (Anfangskapital) eroffnen (z.B.
b=1000 Euro).

Jeden Tag wirft der Lotteriebesitzer eine Miinze.

Wird bei einem Miinzwurf das Wappen geworfen, erh6ht der Lotteriebesitzer Thren aktuellen Kontostand auf
das ¢qi-fache (z.B. ¢g1=1,5) sonst verringert der Lotteriebesitzer Thren aktuellen Kontostand auf das ga-fache
(z.B. ¢2=0,6).

Nach z.B. n = 10000 Tagen diirfen Sie den gesamten Betrag (Endkapital) auf dem Konto abheben.
Folgendes wird vorausgesetzt:

q1>q2undq1-q2<1und%>l

Sind Sie bereit bei dieser Lotterie mitzuspielen (Konto erdffnen)?

Machen Sie dazu folgende Untersuchungen:

1) Berechnen Sie den Erwartungswert (Mittelwert) des Endkapitals.

2) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir einen Gewinn (Endkapital > Anfangskapital)

siehe auch: matheplanet.com
hierklicken


https://matheplanet.com/matheplanet/nuke/html/printtopic.php?topic=245215&load_mathjax=1

2 Definitionen und Satze aus der Stochastik

2.1 Voraussetzungen im kompletten Skript

X, seien die ZVen, die das Ergebnis des i-ten Wurfes einer n-mal geworfenen, fairen Miinze angibt.
Die Zufallsvariable X (n) := "1, X; zahlt wie oft Kopf geworfen wurde.

2.2 Bernoulli-Verteilung

Fiir die Wahrscheinlichkeit, bei n Wiirfen (einer fairen Miinze) k-mal Kopf zu erwiirfeln gilt die Binominal-
verteilung:

P(X(n) =) = ()(3)F - (4)"*, also

P(X(n) = k) = (1) 3)"

2.3 Satz 1

Wenn lim,,_,~ f(n) = oo, dann gilt:
limy, 00 P(22222 < f(n)) =1

N
Beweis:
3 . . Xn—np
Man definiert: A,, := Voo
Sei ein beliebiges ¢ > 0 vorgegeben.
1)

Da fiir die Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung gilt:
lim, 0o ®(z) = 1, gibt es ein xp mit: 1 — e < ®(z)

2)
Nach dem Satz von Moivre-Laplace gilt:

limy, 00 P(A, < ) = ®(20)

Also liegt P(A,, < xq) (fiir grosse n) beliebig nahe an ®(xy) Also gibt es ein nj, so dass von n; an P(A,, < )
grosser als 1 — € ist. Also gilt:

1—e< P(A, < x) fur alle n > ny

3)

Da

lim,, o f(n) = 00, gibt es ein ng, so dass von ny an f(n) grosser ist als xg. Also gilt:
zo < f(n) fir alle n > ngy

Wegen der Monotonie der Verteilungsfunktion gilt dann:

P(A, < 10) < P(Aq < f(n))

4)
Insgesamt gilt dann fir alle n grosser max( ny,ng): 1 —e < P(A, < x9) < P(A, < f(n)) <1 also:
l—e<P(A, < f(n) <1



2 Definitionen und Séatze aus der Stochastik

2.4 Satz 2

D X _
=L— <¢)=1

Fir alle ¢ > 3 gilt: lim P(

Beweis: .
1) geniigt: Jim P(# <c)=1

n

denn aus: P(# <c) < P(# < ¢) <1 folgt:

1= lim P(%Xl <¢) < lim P(%XZ < ¢) <1 also:
n—oo " n—oo
lim P(=i=1t < )= 1

n—oo "
2) geniigt: Jim P(# <3+e)=1firallee>0

denn: fiir jedes ¢ > % existiert ein € mit % +e<c, also:
?: X 1 :-l: X; . . :l: Xi 1 . ?: X;
P(Zﬁ1 <5 +e) §P(ZT1 <¢) <1, also: 1:7}1_>I20P(ZT1 <5+¢€ < lim P(ZT1 <c¢)<1

n—oo

also: lim P(#Xi <c)=1

n—oo _ n
3) Mn = 7’Lil Xi

. n% 1 n-% 1
Es gilt: E(Mn) =-2=3 und V(Mn) =F =1

Mit der Ungleichung von Tschebyscheff folgt fiir alle € > 0 und alle n > 0: P(|M,, — %] >e) <% =1 Da
gilt:
2

0< P(|My — 3| >€) <% = 5 und
nlgn;oﬁ = 0 folgt: T}LII(}Q P(IM, — 3| =€) =0 (%)
1)
Es gilt:
P(|M,— % >€e)=P(M,>3+e)+P(M,<1—-¢)>0
Also folgt mit (*):
nh_{go(P(Mn >1i4e)+P(M,<5—¢)=0(*)
Es gilt:
0<P(My>3+€ <P(My>5+€ +P(M,<5—¢
Mit (**) folgt dann:

. 1 _
nh_)rroloP(Mn >5+¢€=0
Also:
1—71132013(]\4”2%“):1
Also:

i _ 1 — 1 (k%%
Jim (1= P(My, > 5 +¢€)) =1 (**%)
5)
Es gilt:
PM,<i+te)+PM,>L+e)=1
also:
P(M,<3+e)=1-P(M,>3+¢)
also:
lim P(M, < 5+¢) = lim (1 - P(M, > 5 +¢))
also folgt mit (***)
lim P(M, <i1+e¢ =1
n—oo



2 Definitionen und Séatze aus der Stochastik

2.5 Bemerkung

Wenn X, eine Folge von ZVen ist und li_>rn f(n) = oo, dann gilt:
n oo

nlgrolo P(X, < f(n)=1

Diese Behauptung ist falsch.

Gegenbeispiel: X, sei eine ZV, die mit Wahrscheinlichkeit 1 den Wert n annimmt. Weiter sei f(n) =n — 1.
Dann ist P(X, < f(n)) = 0 fiir alle n.

2.6 Lemma

= o= O

. 1
Jdim P(y; 300 Xi = 5)

lim P(1Y°7, X; <)

n— oo
lim P(L5°7, X; > 1)

n—oo

1
n

1
n

Beweis:

Aus Symmetriegriinden folgt:
P, X < )= PAYE, X, > 1)
Es gilt (ohne Beweis):

dim PG X = 3) = lim Sge = 25



3 Losung der Aufgabe

3.1 Intuitive Voriiberlegungen

1) Wenn man mit dem Betrag b in der Lotterie startet, so hat man der Hélfte der Félle (fairer Miinzwurf

vorausgesetzt) einen Betrag von ¢1b auf dem Konto, im anderen Fall gob und damit einen mittleren Wert
(q1#b+gaxb _ q1+q2
2 =2

von

2) Da auf lange Sicht aus gesehen, gleich viele Wappen wie Zahlen fallen, wird bei jedem Miinze - Wap-
pen Vorgang der Gewinn ¢; - g2 < 1. Da sich wegen der Unabhéngigkeit diese Werte jeweils miteinander
multiplizieren, geht der Gewinn auf lange Sicht gegen 0.

3.2 Berechnung Endkapital

Wird bei insgesamt n Wiirfen k-mal Kopf geworfen, so ist das Endkapital unabhéngig von der Reihenfolge
der Miinzwiirfe. Das Endkapital betrégt:

—k
at 4y

3.3 Bedingung fiir Gewinn

Um zu gewinnen (d.h. das Endkapital ist grofier als das Anfangskapital) sucht man das kleinste k (mit kypin
bezeichnet) fur das gilt:

—k
ar-g; "> 1
umgeformt:
q -9 = > = @4 F > — x4 > = (L)@ > = ()" > ()
2 a3 )
In(==
k 1 1 _ _
= In(L)">In()" < k-In(L)>n-in(;;) <=(daq > g)=>k>n- m(%)
In1—In g2 —In g2
k>nln¢h*ln(h k >nan1*ZHQ2
PR In q2
k> N ga—in a1
also:
) In g2
Fmin > N, 2—Inq

3.4 Erwartungswert

—k —k n
E(X(n) =Yoo (Daf-gb ™ = k0o (Dgf - gpF = wdel” — (ataeyn

3.5 Wahrscheinlichkeit fiir Gewinn

Behauptung:
Wenn ¢; > g2 und ¢ - g2 < 1 dann folgt

. In(g2) _
limy o0 P (X (n) 2 n - pai@los) =0



3 Lésung der Aufgabe

1. Beweis:
1) Unterbehauptungl: % > % = qqp<l1
Unterbeweisl:

In In
ﬁ > 1 = (q2) > 1 <=(daq >gq)=> Ing < %m(g%) = 21nq2<1n(g—f) =

In(2)
1nq§<1n(g—f) = q2<gj = qz<q—1 — qq<l1
2) Unterbehauptung?:
. 1
Unterbeweis2:
Da an der Stelle § der Funktionswert P(X(n)) maximal wird gilt:

0< P(X(n) =n- mi@ios) < P(X(n) = §) = (1) g

=0

Da aber gilt:

limn oo P(X(n) = ) = limp o0 5 - (i’;); = 0 folgt:
lim,, 0o P(X(n) =n %) =0 qed
3)
Es gilt:
P (X(n) >p . In@) ) —P(X(n)=n 22y pxX(n)>n. 2@ _y_
= 1n(<112()—1) n(q1) ) In(gz )—lln((q1)) In(g2)—In(q1)/
POX() = ) ) 1= (i("(”) S ) =
P(X(n) :n.ﬁ) +1-pPER < ‘;‘(qi‘ﬁ(ql))
In
Da m > % folgt clia(m; mit Satz 2 o o
litnn o0 P(X(1) < 1 gy aggny) = Mnooo P57 < fgyomgn) = 1 ()
und damit:

1 —limy, 00 P(X(n) < - %) =0

Also folgt dann mit UnterbehauptungZ und (*):

= limy 00 P(X(n) = n - M) +1 = limy o0 P(X (n) < - 5% ) =0

3’ Alternativbeweis zu 3:
Falll: 5@ ) ¢ N:

In(g2)—In(q1)

P(X(n)_ %):1_P(X(n)<n.%):1_P(X(n)§n‘lnql2n(+

In(g2)—1In(q1) In(g2)—In(q1)

In .
Da m > 1 folgt dann mit Satz 2

i X (1) < 1 ) =l PO < BBy 1 (9
und damit:

1 —limy 0o P(X(n) <n - %)
also:

) In
im0 P (X(n) 2 - @) =0

=0

. In(q2)

Unterbehaup(tl;ng: )

. X 1 1y
limyp, 00 P( nn < ln(qzr;gfn(ql) - ﬁ) =1
Unterbeweis:

In 1 - PN
Daﬁ>5’gﬂt' In(a2)
Fuz{%(ﬂie €e>0und e <Xh€((§2r;1n(qll)( :

n n = 1
P(=~ poy <1 bl +¢€) < P( o < ln(qz)*qlzn(éh) N 5) =1

— % existiert ein N, so daf} fiir alle n > N gilt:




3 Lésung der Aufgabe

Mit Satz2 folgt dann:
1= limy oo P(X0) < Lp6) < limy, o P(XW < Iale) 1y <

n = In(g2)-In(qx) n/ —
also: 1
. X(n n
limy o0 PO < i@y = 4) = 1 qed
Es gilt:

In _ In _ In(go)
P(X(n)2n- 1n<q2>(—qf§(q)1)> =1-P(X(n) < gri®ics) =1- P(X(n) <n - goiBies) — 1
X(n In
=1- K 7(L : = 1n(Q2)—qlzn(fI1)) N %
also mit Unterbehauptung:

. In(g2) _ . X(n) In(g2) 1 _
limy, 00 P (X(n) >n- W) =1 — limy, 00 P( 7(1 < ln(qz)—ql2n(q1)> —==0

2.Beweis (mit Satzl):
zeige:

i PUX() < 1 ) =107

Es gilt:

: In(g2) Xn—”% w ln(qlzr;(len)(ql) _n% Xn_n% n In(go) 1
PEM) < n- myemey) = PO S ) = PO = 2 (R~ 2)

Xn—nl In 1
= P < V2 (g Y — 2)
In 1 T In 1\

Da gy > 3 olgt: limnosoe vt 2 (i — 3) = o0
Also gilt mit Satz 1:
limy oo P(X2202 < 2. (p 0@ 1y

n—o0 ni — In(g2)=In(q1) 2

2
und damit folgt (**)

3.6 Beispiel

n=10000
p=0,5

q1 = 17 9
qo = 0, 6

1) Berechnung des minimalen ky,;,, ab dem Gewinn gemacht wird:
_ 1 _ In(0,6) ~
kmin =n: ln(qgr;(gfrz(ql) = 10000 - ln(O,g)fln(lﬁ) ~ 5575
2) Der Gewinn fiir k= 5575:
P(Xn > kmin) =1 — P(Xpy < ki) = 1 — P(X2rt < Eminmity — 1 p(Xn1p < Kmin—npy

[ g np2 2

0 "
X — — X —500 ~ ~
1— P( 1000§0 5000 < 5575505000) =1— P( 1000§0 < 11’5) ~1— @(11’5) ~0
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