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PRADIKATENLOGTIK

Vorlesung S51974, W. Schwabhiuser

empfohlene Literatur: 1. J.R. Shoenfield:

"Mathematical Logic"

Addison-Wesley, London, 1973.

2. H. Hermes:

"Einflihrung in die mathe-

matische Logik" Teubner, Stuttgart,

3. Auflage,

- 3. W. Schwabhiuser:
BI Nr. 813a,

Einfiihrende Bemerkungen:

Mathematische Logik

B

Metatheorie der Logik

klass. Logik (Aristoteles)

a. (klass.) Logik

"Modelltheorie I"

1971.

Bsp.: Alle Menschen sind sterblich (Biologie)

Cidsar ist ein Mensch(Geschichte)

Logik

Also: CHsar ist sterblich

Wenn & , so 3
(nun aber) o

Aussagen- (Also) A
logik
Wenn « , soﬁ

Wenn nicht.ﬂ r SO nicht o¢

Wenn u\undf% ; SO ¢ .

(Kontraposition)

Prddikaten- 5 Wenn es gibt ein x, so daB fir jedes y: Rxy,
3}
|
\

logik

so fiir jedes y: es gibt ein x, so daB Rxy.



b. Metatheorie

Theorie

Gegenstand: beliebige Struk-

turen.

Aussagen liber Gegensténde
(Sdtze) in (einer forma-

lisierten) Objektsprache

Z.B.: Geometrie
Gegenstidnde: Punkt,
Gerade, Ebene.
Aussagen iber....

Metatheorie

Gegenstand: Aussagen ilber Sidtze.

(Aussageformen) u.a.

Metasprache (Umgangssprache)

z.B. Dualitdtstheorem der

projektiven Geometrie. e

1. Die formalisierte Sprache der Pridikatenlogik

Grundzeichen: filir die Formalisierung beliebiger Theorien im

Rahmen der Priddikatenlogik der ersten Stufe.

1.a. Funktionszeichen aus einer geg. Menge g,

(auch: Operationszeichen, Funktions-

Operationssymbole, Funktoren, Funktions-

variablen,

Funktionskonstanten etc.).

b. Relationszeichen aus einer geg. Menge ‘R

(auch: Pr&dikatenvariablen, Relations-

konstanten,

Relationenvariablen, etc.)

Jedem f¢ & und jedem Re® sei eine Stellenzahl

zugeordnet: r (f)
(Stellenzahlfunktion: r: Fu W — N

bzw. r(R)

sel geg.).

Q-
2. Die Variablen aus einer geg. (abzihlbaren) Mengqu

(Individuenvariablen, Subjektsvariablen).




Bezeichnungen: f,g,..l fiir Elemente aus &
R,S,.... " " " TR,
X,y,-.- " " 1 ’v

3. Die endlich vielen weiteren.
logische Zeichen: 2,-,r,v,— o, ¥ 3

technische Zeichen: C,)

( = zur Unterscheidung zum Gleichheitszeichen
der Metasprache).
Def.:

Zeichenreihen sind endliche Folgen von Grundzeichen.

(sinnvoile Zg}éﬁ%reihen):

Def.: Terme (der durch die Menge'§,ﬁ{, r bestimmten formalisierten

Sprache) :

T1: Die Variablen sind Terme.
T2: Wenn f<5§- und wenn T;.w,T}W) Terme sind, so ist
[nd — ]
auch deuntrq] ein Term,

Satz: Eine Zeichenreihe ist nur dann ein Term, wenn das auf Grund
von T1,T2 der Fall ist.

Def.: Formeln (Ausdriicke) (der durch‘g,'ﬁ, r bestimmten formalisier-
ten Sprache) :

g = ; ,
F1: Die Zeichnreihen der folgenden Form sind Formeln:
: s Primfor-
R,y » wobei R ¢ ®R und 7T,.. ¥, o Terme
meln
=" (Gieichungen), vobei ¢, T Terme sind. (atomare
Formeln)
F2: (a) Wenn «, Formeln, so auch

o (AR vB) (=3, (X «>p)

(b) Wenn & Formel und x ¢ G , so sind auch
’-
‘\V_X‘X . Formeln.

Satz: Eine Zeichnreihe ist nur dann eine Formel, wenn dies

auf Grund von F1, F2 der Fall ist.



Beispiele: Sei ¢,f e%ﬂ s Rel®R, x,v¥,2 eﬂ}'

ri{e)=: 3 r{£f)i=2 s »{R)=2.

Dann sind Beispiele fiir Terme:

x , ¢ (Nullterm) , f£fyc , £xfyvz, £ffxyz
==
und flir Formeln: Rex, fyy = x , Jviyy

¥X(Rcx » Jyfyy = xﬁ ¢ ¥x¥y¥zfxfyz = ffxyz

(2:B.: ¢ =20, £ = ., R = 4 Px¥y¥ex,(yv.z) = Ex.y).z

Rex ++ 0<x etc.) _
Beispiele fiir%:,@: _ @
a) %: {Fyw by @-= {<}

b) Die klassische Prddikatenlogik:

= { £/1i,k eN} i - Stellenzahl(index)
k - zur Durchnummerierung
Unterscheidungsindex

r(fi) = i

R

{Aili,kem}

o
U= {vktk e N} VorVqrVgreen.

&

Bezeichnungen: a,Breee Formeln
TpTyeas Terme
N ! g

TmL = Tm(%-,tz,r) = die Menge der Terme (der durch
% ,® ,r bestimmten Sprache).

Fml = Fm1(&,W,r) = die Menge der Formeln (...).

L = ( %,TQ,r) Sprache, "Sprachrahmen" (language)

auch Fml(f,,...,f ,Ry,...,Ry) fallsg = {£,,...,£)

entsprechend Tm(...) falls ®.= {Ryseee iR L



Flir die Kommunikation lassen sich nur endlich viele (druck-

technische) Zeichen vereinbaren.

Die Elemente von'ﬁ', oft auch vonﬁ?, GQ. lassen sich auffassen

als zusammengesetzt aus endlich vielen 'Hilfszeichen', etwa:

v71

Yk Yy
'Bezeichnungssystem', abzdhlbar viele
f; f§$ £22/37 Zeichenverbindungen.

Allgemein: z% R 61. beliebige Mengen (evtl. auch iiberabzihlbar)

Vor.:@f,ﬁz,lf'sind paarweise disjunkt und enthalten

nicht weitere Grundzeichen unter 3 (s.0.)
[

>

Zeichenreihe: Wort Uber der Menge der Grundzeichen.

>

endliche Folge von Grundzeichen=

Satz: Jede Zeichenreihe ¢ hat eine eindeutig bestimmte Dar-

stellung r = Ugeonns v mit mel , Vqreeserly Grundzeichen.

praa e

andere Definition: t ist ein Term :<=> Es gibt eine endliche

Folge (C1""'Cn) von Zeichenreihen, so daB
t =1t und fir jUes v mit 1sv<n gilt:
CviSt eine Variable (T1)

oder Z, entsteht aus fritheren Gliedern der
Folge durch Anwendung von T2.

Satz: Hierbei ist jedes 5, ein Term.

Induktionsprinzip (Prinzip fiir Beweise durch Induktion iiber ‘den

Termaufbau) :Um zu zeigen, daB eine Behauvtung & (1)

fir jeden Term 1t gilt, genligt es zu zeigen:

(1) Es giltlg (x) flr jede Variable x.

(2) Fir jedes fed und bel%fbiqe Terme TyreeerTo gy
gilt: Wenn &r(r1},..., &}(Tr(f))' so auch

@(ETT“""Tr(f))'



. 2. Semantik (fiir Sprachen im Rahmen der Prddikatenlogik)

Ged.: L = (§,Gﬁ,r)

Def.: Eine Struktur (}t fir L dst festgelegt durch:

1. eine (nicht leere) Menge 4 = Us. » Ssie heiBt die
Tridgermenge oder der Individuenbereich (universe)

von 4 . Ihre Elemente heiBen auch Individuen oder

Elemente der Struktur .

2. flir jde$s Funktionszeichen f e & eine r(f)-stellige
Funktion fc%_ iber UO&'

3. fir jedes Relationszeichen R e B eine r (R)-stellige QED
Relation RG@ ber q%’.

Beispiel: if = {#505=30;1) ; ﬁ{ = {<}

22100 2 ~stellig
¥
(Inverse)
§Era¢he fiir angeordnete Kdrper L= ({+f;';014};{<}ﬂ?
G‘L = (U@V;+qﬁf 7’-01’ '—G'V ’O@V '10}( ;':G,‘,,)

ein angeordneter Kdrper

allgemein: Struktur (O = (UG‘y’st) %
wobei Sa, ~ "Struktur"funktion mit Definitions-
bereich
Sc»r(f) = f@V . so‘/(R) 2 RG«\,

Def.: h ist eine Belegung (der Variablen) tiiber (- (oder auch

as " - _‘jlfi_,
nur iiber UGV) s<E> hotre UG

v

Def.: xvgv(r,h) e U der Wert des Terms t bei der Belegung

Gy

. h Uber @ wird rekursiv definiert durch die Wertfunktion

'LL
T. w, (x,h) = h(x) (xeV) Wyt Tl X U U., il

& . o
2. way(fT‘l“‘Tr(f) ,h) = fC:V.JG‘/{T1,h) "’WCIV(Tr(f) L h) (fe@— )




Sei {W,F} eine zweielementige Menge, ihre Elemente W ("wahr")

und F ("falsch") nennen wir die Wahrheitswerte.

Def.: Der Wahrheitswert der Formel o {iber % bei der Belegung h:
chv(a ;h) . *0’
(induktiv iber den Formelaufbau mit Wg: Fml, X Ug —* {w,r}):
W falls ROrwa(T‘] Pl o) [EPR 'WC'V(TJ: (R) h)

T WCV(RT'I"'-’TI'(R) rh)

(Die Relation Ré;ftrifft zu auf...)

F sonst.

. ; W falls w _(o,h) = w. (t,h)
W, (927 ,h) ={ W e

F sonst

2. W@Jf“'h) = non (W, (a,h))

WGJGAB,h) = et (Wkla,h):WdJB,h))
v = vel (...)
> = seq (...)
e = dq (...)

wobei diese Funktionen durch folgende Wahrheitswert-

tafeln erklidrt sind:

non | et |W F vell] W F seg/W F dq| W F
W l F W{W F Wwlw w W W F W{W F
F lw FIF F FIW F F FIF W

w W

3.5ei =z ein Element aus der Tridgermenge U. , sei X e?%

G

- - h(z), falls =z # X
dann ist hx := die Belegung mit hx(z)

1l

tz, falls 2 = x
Sei Fo W

W, (¥xo, h)

min W&ﬁa,h;)
xe UGY

W (3xa,h) = max W_(a,h’)
v xe Un e =

Def.: Die Belegqung h erfiillt in (L die Formel «

h Epf wres» W‘,A‘(a,h) = W,

-
L



Batz: h ErfomRT1"'Tr(R) gdw RWW%(T1,h)... w&jrr(R),h)
h Erﬁkcér gdw w%(c,h) = w&jr,h)
h Er%:a gdw nicht h Erqwa .
h ErﬁquB | gdw h Erf%a und h Erﬁws
v gdw oder
- gdw wenn h Erf;a so auch h Erﬁkg
+> gdw (h Erﬁha gdw h Erﬁyﬁ )
h ErfoviQ gdw Flir jedes zeUg gilt: hXErQ»p 5
h ErfUYBXa gd.w Es gibt ein xel, : no @
Beisgpiel: W¥x(Rcx » dviyy = x) ; ¢ = ¥x(0<x+ Jyy.y = x)
a. z q%;rﬁ ; RMF & f&,= - 1+ G =0
"Satz": Wk(a’h) = W,

b. Gybeliebig fiir L.
h Erﬁwa gdw zu jedem gxe U&/ mit

R&g;x gibt es ein ZEU&Plt %Myy =

Def.: o 1st in O giltig:

E:—u i<=> Fiir "jede Belegung h iiber G : W, (a,h) =W
v Y ——
h Er%ya
Beispiel: b X+(y+z) = (x+y)+z (Man bendtigt keine Quantoren)
— R _

Def.: Sei o € leL'

o ist logisch qgliltig (allgemeingiiltig(eine logische Identi-

tdt) , ein Satz der Logik (Pradikatenlogik der ersten
Stufe)) :

Eadl :<=> o ist guiltig in jeder Struktur fir L.

Beispiel: «Vx(a+B)A§x%+3X@-



Flir zweite Stufe mit Mengenvariablen (X,Y,...ﬁ@h):

Belegungen ordnen jeder Mengenvariablen eine Teilmenge von U, zu.

w, falls Wh(f,h)e hX)
ﬂ%}T € X, h) =

Foy wes 74

Flir hOhere Stufen: Mengen von Mengen etc.

manchmal Relationen statt Mengen.

. Satz 1: Flir jeden Term 1t gilt:

T ist eine Variable oder es gibt ein fez%; und

Terme T1,...,Tr(f), so daR T = fT1....Tr(f)

.

G

(Beweis des Satzes durch Induktion iiber den Termaufbau) .

Satz 2: Ein Term kann nie echtes Anfangsstiick eines anderen

Termes sein.

Es genligt: Flir jeden Term t gilt: Flir jeden Term ¢ , jede
Zeichenreihe ¢ gilt: Wenn tz =o¢ oder gz =1,
so §= e (leere Zeichenreihe) und damit

auch o =1 .

Es geniigt: Flir jeden Term 1t gilt:

&)

reihenf ,n :
Wenn 0§ = 17 r SO0 =1 und damit £

somit:
Beweis: Anfangsschritt: t = x. (0,f,n beliebiq),sf = xn

o beginnt nicht mit einem Funktionszeichen.

also: o ist eine Variable (Satz 1), o = x ,

-

Induktionsschritt: Sei v = fT1"'Tr(f)

" &
ES gelte C&(T.l)p—--.ri (Tr(f))'

Fiir jeden Term o, und beliebige Zeichen-

=q.



Satz 3:

ot = fTT""Tr(f)n > 0 = f01...or(f) (Satz 1)

fo o

1...Ur(f)€ 1....Tr(f)ﬂ

$'01"'0r(f)€ = T1""‘r(f)"

> 3 ¢r1 und 02"'°r(f)5 = TgmesTy ey
(wegen i}(11)) etc.

5902= Toreeses0 r(f}zrr(f) r £ = n (wegen iy(rr(f)))

>0 = 1.
Wenn f01""°r(f) = gT1""Tr(g)'
£ .9 e%f, cp ,rp Terme, sO
f=g , Op = Tq reens cr(f) = Tr(f)

Termaufbau (zerlegung in Bestandteile) monotektonisch.

Zum Begriff momotektonisch:

Eine formalisierte Sprache L heifRt nmomotektonisch, wenn sich in L

ein Term bzw. eine Formel auf hdchstens eine Weise aus einfacheren

Termen

Def.:

Satz:

Es gelt

h2w, einfacheren Formeln aufbauen lént.

a ist eine Formel :<=> Es gibt eine endliche Folge

(gl,...,;n) von Zeichenreihen, so dan et und
flir jedes v mit 1ls<vsn gilt;
T ist eine Primformel (Fl1)

Vv
oder ;v entsteht aus friiheren Gliedern der Folge
mittels F2.

Hierbei ist jedes Z, eine Formel.

en Fl, F2 als Sitze lber Formeln.

Es gelten T1, T2 als Siitze iiber Terme.



Induktionsprinzip (fiir Beweise durch Induktion iber den

Formelaufbau) ;

Um zu beweisen, dafB eine Behauptung %{a) flir

jede Formel o gilt, genligt es zu zeigen:

(1) Es gilt Jo(q) fiir jede Primformel o

(2) FlUr beliebige Formeln o,8 und jedes x ¢ U
Wenn ig(a) und ﬁ3(8), so gilt auch:
B (ma), Bo(ans), Llave), H(arB), Blarp)

& (¥xa) , & (3xa) .

Satz 1': Flir jede Formel ¢ gilt: o« ist Primformel oder
es gibt eine Formel Y mit a = -y
es gibt Formeln vy , § mit a = (yad)
a = (yv$)
o = (y-8)
a = (y+38)

es gibt eine Variable x und eine Formel y mit: o = ¥xy

L] n " L1} X n n L1} 1] " . o = EXY

Satz 2': Eine Formel kann nicht echtes Anfangsstiick einer anderen

Formel sein.
Beweis analog zu Satz 2 (siehe Ubungen) .

Satz 3': Die Darstellung einer Formel ist eindeutiq.

Fir Satz 3 und 3°' gilt: Term- und Formelaufbau sind monotektonisch.



Entscheidungsverfahren filir die Formeleigenschaft (Termeigenschaft):

Es gibt ein Verfahren, mit dem man wvon jeder Zeichenreihe ¢, die
der Voraussetzung (x) genligt, feststellen kann, ob sie eine

Formel (bzw. ein Term) ist.

Vor. (&) : (einschrinkend) : - geg. in der Form Ui smild

( v, Grundzeichen). Flir jedes v:

U ist Variable oder v ist Funktionszeichen mit r(v )
v L-_“_—_Y'-———. v —— — g\,—\)_)

(soll feststellbar sein)

oder : v Relationszeichen mit r(v ) .
', il et e @
(soll feststellbar sein)
oder U\) = ét Ny ’ ¢ Ty =y Y Ll )

(soll feststellbar sein)

fiir Terme:

Beispiel: klassische Prddikatenlogik (hier spielen die Stellen-
indices die Hauptrolle).

effektives Verfahren:

Y I 3.0.2 3 2 '
g = £ fovovof f flvof vlvlfovlvo
g(v) = -2-111-2 1-1 101 1-111
8(vw) = 1 3432434332121
8 0 1 falls vy Variable
g(v) =
~{m=~1) , Ealis W m-stelliges
Funktionszeichen.
n
s(v) = > g(1)
1=v
Satz: £ ist ein Term gdw gilt: s(f) = 1 und fiir jedes v

mit lsysn dist s(v) 2 1

Beweis siehe Ubungen .

Flir Formeln existiert ein #hnliches Entscheidungsverfahren. Hierzu:



Oft ist in der Prddikatenlogik: auch die "

(nach Lukasiewicz)

13

polnische Notation"

gebrduchlich:
Na statt ]
KaB " (arB)
Aap " (avp)
CaB " (a>B)
EaB o (oe>g)

RKonvention liber das Weglassen von Klammern:

(Abklrzung flir Formeln im obigen Sinne)

i a.
: B
o

o (8

e.

Die Aﬁsehklammern werden weggelassen
.= trennt stdrker als —
— trennt stdrker als v
vV trennt
Punkte als

Ein mit mehr Punkten versehener Junktor trennt

stdrker als A

Trefnéeichen {z.Be weey su; AKa)d

stdrker als ein mit weniger Punkten versehener

f. Linksklammerung bei A,V :
alAazAa3Aa4I..Aan fir ({...((alAaz)Aa3)...)Aan)
i 3
Beispiel: a > Bereg > y e o BAY fir _ '
——— W i
(e > B)>((ary) > (a>(BAy))))
wd FlaN aos s iok o Do ‘ > ko
Freie Variablen: Xg vl e
X Kot nadd X N =" X & !

Def. :

Die Menge der freien Variablen von «: Fr(a)

wird

induktiv definiert:

(1) Wenn «

(2) FPr(-a)

Primformel, so ist Fr(a) die Menge der

Variablen, die als Grundzeichen in o vorkommen.
= Fr(a) , Fr(¥xa) = Fr(a) - {x}.
= Fr(a)\WFr(g), Fr(3xa) = I 5

Fr{oaf)

1%
3

>



= Jd =
y oo ¥ < ¥ + freie Variablen
. | +zZ=1 A A == =
p £ 3 > . :
SR Gl 4 VY(1(¥ ¥ 32¥ F %) + gebundene Variablen
e »L—'W"'_'J_. \__,_,.._(-.—J
" {xiy)™ "x ist Primzahl" (Formalisierung von...)

Nt v X4
FO v XFT ¢

| WUISSI— | L

= J

J
der Wirkungsbereich von 2z in o« (da eine Formel nicht

echtes Anfangsstlick einer anderen Formel sein kann).

Def.: 'a ist eine Aussage :<=> Fr(a) = @ bomae; 0dbyatL .l

(d.h. o hat keine freien Variablen).

x kommt frei vor in o :<=> Xe Fr(a)

@

Sei L = (%,Ebr), sei | WL die Mdchtigkeit einer Menge %WL.

Satz: Wenn I%ﬂ = k, [@{I = 1, gaann ist MH%J = nax (&%,k) 5
e . IFTGL[ = max (Kolk:l)
wobei J%:= Mdachtigkeit der natirlichen Zahlen.

Der Wahrheitswert einer Formel hdngt nur davon ab, wie ihre
freien Variablen belegt sind und wie die in ihr vorkommenden

Funktions- und Relationszeichen interpretiert sind.

Prazisierung:

Koinzidenztheorem:

vor.: (1) Uy = Uy
Z

L2 fcm ) f@‘vl

(3) R

fir jedes in @ vorkommende £.

= R fir jedes in ® vorkommende R.
c“-’a C'?.

(4) hl(x)= hz(x) flir jedes x € Fr(o)

Beh. : W@(A(a’hl) = Wo‘ll(urhz)

zur Vereinfachung des Beweises:

Lemma fur Terme: Vor.: (1) wie oben
(2y " & aber: fiir jedes inT vork. E£.
(4) I L " : flir jede inT vork. Variable
Beh. : V%%fT’hl) = E%HFT,nz)

Beweis induktiv iUber T (leicht durchzuflihren).

<



damit:

Beweis des Koinzidenztheorems:

(induktiv iiber o ) o Primformel

fir :=-,A,Vv,>,«> sehr einfach

fir {¥,3}: Gelte die Voraussetzung fiir ¥xo ; insbesondere (4),

hl(z) = hz(z) flir jedes ée Fr(¥xg) .~ T

hl‘f{(z) = hzf{(z) fir jedes X Fr(a).

nach Induktionsvoraussatzung:

W Ty = ¢ z =
cw}q’hlx) q@p;a'hZX) flir jedes xeq%f Qh;
=> min « . = min ...
xeumA xequ J

entsprechend fir 3

=> W (¥xo ,1’11) = W (an,hz)

entsprechend 3 E

Definition: o ist eine wahre Aussage iiber die Struktur Cb

:<z> o 1ist eine Aussage und Foa’
L4

o« ist eine falsche Aussage {iber die Struktur Gt

<> M <t

v e U Avwrees,  und #ﬁfa

Das hdngt nicht von einer Belegung ab (nach Koinzidenztheorem) ,
da Frin) =@ ,

Satz: (Satz von der Zweiwertigkeit)

Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch.

Definition: Sei : eine beliebige HMenge von Formeln (I EleL)-

Sei G+  Struktur f4r L. Dann jst

¥ ein Modell von & (in L)

o

GLMosz <> Flr jedes atl ist Kk a .

Beispiel: I Menge der Korperaxiome.



Phok, ¢ & Tnd
# ) ,
Definition: Aus % folgt o (I=a)¢=> o ist gliltig in jedem

Modell von .

(oder : fir jedes ®, mit Gy Modsr ist E%q ",
(z.B.aist giiltig in jedem K8rper, jeder Gruppe etc.)

Satz: Eine Formel o ist gliltig inGy: F&F gdw hmyXa

(z.B. VxVsz(x+(y+z)é(x+y)+z)).

o wls 2 ol
Beweis: h Erﬁﬁyxa gdw fir jedes x'cU&; thr%Vu.

% i - ‘ . . e = :
FlUr jedes h * gdw fiir jedes h, fiir jedes ze u.: thr%waégb

gdw fir jedes h: h Erf o .
Cv

\-r

Definition: o ist eine’ GENERALISIERTE VvOn q:<=> g =V¥x ...Vxna .

™ wobel Fr(a) = {x;,...,x} . Sak B o™ b P o8

(+: wegen unbestimmter Relhenfolge der ¥, )
Definition: Ist I eine beliebige Menge von Ausdriicken (lrgend-

einer Sprache L), so bedeutet!i'} die Sprache, die nur
mit denjenigen Konstanten aufgebaut ist, die in
(Ausdriicken von) I vorkommen. ¥ ist also die Kleinste
Sprache, die I umfagt. (L gebildet mit den Funktions-
und Relationszeichen, die in z vorkommen) .

@

Definition: Die Folgerungsmenge von : in der Sprache L be-

zeichnen wir mit Cn, (1) :<2> {alac¢ Frl, und Irka }.

Die Folgerungsiwenga von @ . Enl(z) &= CnE(E)

Satz: Cn  ist ein HULLENOPERATOR, d.h. fir bel. By o

[ad
2,}:_leL
(1) I & CnL(Z) ("Extensivitat")
T 9 ) S 1y, : "
(id.) Wenn El < 22 ;, SO CnL(zl) CnL(Ez) ("Monotonia!)

(3:1.4) CnL(CnL(Z)) & CnL(z) ( 2gilt nachii}) ("Abgeschlossenhei+

Dazu geniigt zu zetgen (8817} :



Lemma : (i) Wenn aef , so Ika

a i i c
_ (ii) Wenn G@Mosz2 und I,€%,, so GbModLEl
(iii)Wenn GvMod:r , so (Mod Cnp (z) .
analog Sdtze fiir Cn. )
Definition: Eine Menge T von Formeln heiBe eine THEORIE

gdw Cn(T)

]

T -
(Theorie (L,T), L-Satzmenge, T-Sprache der Theorie)
s obhe Wl 3 ] - A g 5 7 ] i -

Satz: CnL(T) =T gdw T ist Theorie und leL = T

Beweis: (+) sehr einfach |

(+) z.z.: jedes Funktions- und Relationszeichen kommt
vor in Cny (T). ' ,

REE?: a4 = Rxl"'xr(R)‘/ "Rxl"'xr(R) ( =a)
f&§: o

I

fxl"'xr(f) = fxl"’xr(f)

(> ae€ CnLE> Ea ).

Beispiele filir Theorien:

1) L bels! T = CnL(E) ist Theorie, axiomatisch aufgebaut auf g.

2) Geg.:/Klasse K von Strukturen fiir L.
Die Theorie dieser Klasse: Th(K) := {a|Fiix jedes GkeK ist Fa)

(s. Ubungen) (=>Folgerungsmenge = Th(K)) .

3) Spezialfall von 2): Geg. Gb & K={c)

Theorie dieser Struktur: Th(¢) := {al Ea}

4) Spezialfall von 1): (z=¢)
Cn; (@) = Die Menge der Sidtze der Logik (Pridikatenlogik der
1. Stufe in der Sprache L.) ( =s Jede Struktur ist

Modell der leeren Menge).

(" Satz") P=a gdw FEa



Definition: Seien T,,T., Theorien,

1772
'1‘1 ist Untertheorie wvon T2 T<=> T1S T2 .
T1 ist Obertheorie von T2 1<=> T12 T2 5

Erweiterung: Hinzunahme von Axiomen

endliche Erweiterung: Hinzunahme von endlich vielen Axiomen.

Definition: T2 ist endliche Erweiterung von T.l t<E>

es ex. eine endliche Auédrucksmenge r: T, = Cn(T1uP).

Definition: T, ist einfache Erweiterung von T1 t<E> | e R4 é%@

3]

es ex. ein Ausdruck a : T2 = Cn(T1u{a} ) o

Cleichwertig: r = {al,az,...,ak} r 0= apAapAL . Aay

b Pt |

Beweisbarkeit (Syntax)

(Beweis: Umfeormung aufgrund anerkannter Regeln).

Beweisbarkeitsbegriff (festgelegt durch logische Axiome und SchluB-

regeln)
mit : !
Es wird gezeigt werden, daB er dem Folgerungsbegriff ycmhwe#ﬁ et

Logische Axiome:

a) Aussagenlogische Axiome: (a,f,y € leL)

Al: a > (B =+ a) Schema der Pridmissenbelastung
A2: a > (a > B) ++ a =+ B Prdmissenverschmelzung
A3: @ > B ere B > y >e g > vy Kettenschluf

Ad: o > B +s =B 3 -qa Kontraposition

AS5: @ > ey

AG: i e

A7 a A B > a



A 3: aAB >8R

A 9: o > B s>e a >y >+ o > B Ay
A10: a > o VvV B

Al1l: B =+ a v B

Al12: a =+ y 2>+ B8 >y >+ a VvV B > y
M3 @ +> B >+ a - B

Ald: a «+ B >+ B > q

AlS5:

> B e B > g > g > B .

j*]

Identititstheoretische Axiome

(xry;XDEU r be:L.)

I 4:  w= .

oK = E¥. i o¥

Bt O S8 fx1"'xp—1xxp+ﬁ" r(£) 1 p=-1Y%541 r(£)
fir alle fe¥, 1<p<r(f),
I 3: x=y +-Rx1...xp_1xxp+1...xr(R) > Rx1...xp_1yxp+1 Ro(R)
fiir alle Re®, 1<p=<r(R),
I 4: X =2y +e x22 >y 22
AxL := Die Menge der (dieser) logischen Axiome in der
Sprache L.
Satz: Flir jedes ueAxL ist Fa (a logisch giiltig)
(Korrektheit der logischen Axiome).
Zum Beweis: Bsp. A 1.
z.z.: W_(a>(B»a.),h) =W flir jedes passende Goh.
1. Mit Wahrheitswerttabelle
2. (kirzer)
Annahme: W_(a+(f+a),h) = F filir gewisses {,h.
"W F
WP



SchluBregeln: Die Schlufiregeln sind Regeln, nach denen man in

formalen Beweisen von Formeln Y1""’Yn einer

gewissen Form zu einer weiteren Formel § iber-

gehen kann. .

Allgemeine Form der Schlufiregeln:

'Y1 ’ ---':Yn

8
fur qgn hier betrachlelen Bewembaﬂedsh@r{ﬂ' werden
, die {folgenden Schlvssieqeln  verwendet

1. Abtr

5. Pv

a > B8, o
(Abtrennung, modus ponens)

B
a -+ B . =
(vordere Generalisierung) @
¥xa =+ B
a -+ :
(hintere Partikularisierung)
a -+ JxB
a > B
—_— ({hintere Generalisierung,
o > VxR . falls x¢ Fr(a))
o -+ B
- (vordere Partikularisierung,
Ixa » B £alls x ¢ Frig))
i falls Subst;aB
B

(Termeinsetzung, Substitu-

tion) .

B entsteht aus o dadurch,
daB fir die Variable x der

Term 1 substituiert wird.

Die Prdzisierung des Substitutionsbegriffs wird

spdter nachgetragen. (5.5.22)

Beispiel fiir Sb:

Ht
v

o

"X = 0 > Jy x.y=1
z+7

~2+7 = 0 + Jy (z+7).y = 1



_2"_

Satz: (von der Korrektheit der Schlufiregeln)

Wenn § aus YqreeorYy durch Anwendung einer SchluBregel

entsteht und E3Y1,..., wY, SO ist auch E3$

Beweise: 1. Abtr Seil e%a+8 i gp s ZuZad EB

Sei h Bel. tiber 5?\\\\

/ A
W&ju+5,h) = W W&Ja,h) =W
= seq (W _(a,h),W_(8,h)) WF

e . W@ F
=>Wg (8,h) = W =7k, N %@
2. Ph Sei %m“*s o DiwBiel #ma +JxXB .

l

h. Bef, u>p Sei h Erf,.a z.z. h Erf, dx8

\ d:s {/;; gibt xeU mit hTErf g
/ 6% X 4%

h Erf&ﬁ z = hi{x)
3. Gh Seil &, a8, x¢Prla) , z.2. Ba > ¥xB
1] v
Sei h bel. : z.2. h Erf&g+VxB
Sei h Erﬂia ZiniZe N Erf&yxs

L el

Sei xeU bel. z.z. h Erf R
(2% X

&
~.—wegen x ¢ Fr(«) (nach &

os ey Koinz.th.)
Jed?fBel. erflillt also auggm
hiErf o-+8 hPErf o
X a4 X -

g e

hWoErf, p
X &V



Zur Prdzisierung des Substitutionsheqriffs:

weitere Beispiele fiir Sh:

2.Subst%a8

Diesen anschaulichen Vorstellungen trdgt die folgende Definition

Rechnung:

Definition:

gdw B=a (Da die Substitutionsregel korrekt werden

Fir Terme

soll, wird gefordert, daB eine Substitu-

tion nur fir freie Variable erfolgt).

=1-y=0 » Iy (1-y) .y=1 nicht giiltig in R

da y schon in o vorkommt.

e

(LA VIR [ [ o

flir x enstehende Term sub;o induktiv definiert

durch
bl e g 5 o
. 1 , falls z=x Swlry 2 2 W £ F
Subxz = z’ falls z%x oAy Loz [ : (At = X
s e T T T
subxfc1...cr(f) fsubx01...subxor(f).

Flir Formeln werden folgende Regeln verwendet:

Es ist Subst;as , falls

_ _ T T
a = R01"'Gr(R) und g = Rsubxc1...subxor(R)
oder

e = _ T - T
@ = 0,0, und B = subXGT— subxc2

Wenn Subst;as ; SO Substlﬂaﬂﬁ

Wenn Subst;as und Substzu's' r SO

SubStXaAu'BAB' (analog filirv ,->,<»)

Wenn x¢éFr (¥za), so Subst;¥2aVza (analog fiir 3).

Wenn XeFr(¥za), z nicht in 1 und Subst;aﬂ '

SO Subst:?zast (analog fiir 3)

/

S

o wird der daraus durch Substitution von T



Subst;as gdw das auf Grund von a) bis e) der Fall ist.

d.h., man definiert Subst; als die kleinste zweistellige

Relation zwischen Formeln mit den Eigenschaften a) bis e).
pdzisere Charakterisierung:

SubstTaB gdw e€s gibt eine endliche Folge ((a1,8 ) .(ak,Bk

von Paaren von Formeln, so daB @ =a Bk~s und fiir jedes

K mit 1=<k<k gilt: Das Paar (a ,B ) ist von der in a) oder
d) angegebenen Form oder es glbt Indlzes p,v mit 1=<p,vex,
so daB (u ,B ) aus (u ,B ) und eventuell (a ,B ) durch

Anwendung elner der Regeln b) ,c) oder e) hervorgeht @B

Salz - For bel. %, T, 0‘,(\ i1 hachprbfba-rf ob SUZ’SixO‘I‘)

Satz: Zu jedem o gibt es hSchstens eine Formel 8 mit Subst;as

Fo- Jeachene x, T
Bezeichnung: 8 =ax/T oder Sub;a
Satz: Wenn xéFPr(a), so ax/ = q

Satz4 Falls y nicht in « , so existiert ein g mit Substias

und Subst;sa

=i T U TR S T
Satz: UBERF UHRUNGSTHEOREM_

T i = W t
Wenn Substxas und wm}r,h) = t , s0 W@Jﬂrh) = Wa}a,hx)

e

Beweis: Durch Induktion liber den Aufbau von o ergibt sich
zunidchst: ¢

Lemma (flr Terme): Wenn wéjr,h):t, so WGJsub;g,h) = WGJc,h;)



Zvn A 7 ~ .
cdTuf =l e = o o
LosT ‘i oL Vi | 1L

piel s T R
Y = ,! J,fg;. ;f--/':

Satz: (Korrektheit der Termeinsetzung)
= L) ?\,‘,’ Aritwe A AR Re Y

Wenn Subst' 8 und & <z% E B yt; o Coia L ke

XG %Q ’ v . ‘

Beweis: Sei h eine bel. Belegung iber ™. t := ijr,h)
nach dem Uberfiihrungstheorem:

Wg,(Bsh) = Wy fa,hl) = W (vegen & a).

Damit ist der Satz iiber die Korrektheit der Schlufiregeln bewiesen.

Die Termeinsetzungsrelation ist entscheidbar.

Ay L faeea b f_, y ';,'-_.’ A ¢ IRV .“\‘.— \: ¢

o

_ e R e bt it st et~ g
L] %

I 8 . i, g i - | {
L b f:-‘ArJﬁﬁ,qhw.ﬁﬁ s s el Tommtuonbaimig ha A

Definition: Aus I ist a (in der Sprache L) beweisbar (ableitbar,

herleitbar):

ZFra(kurz: Ira):<z> Es gibt eine endliche Folge
(01""’ak) von Formeln von L
(aus leL) so daB @, =a und fir
jedes k¥ mit 1=<xsk gilt:
. ist ein logisches Axiom oder ein
Element von I oder o, entsteht aus
friheren Gliedern der Folge durch
Anwendung einer SchluBregel.

Eine solche Folge heifit formaler Beweis von o oder §§?

eine Beweisfolge fiir « aus § .

¢ ist logisch beweisbar Fa 1<Z> @ b,
1 ‘ i e
Beweise sind nachpriifbar, falls I entscheidbar (rekursiv).

o i A widd  nadisandbe,



)j

Satz: (Korrektheit des Beweisbarkeitsbegriffs):

Wenn Irg ;r SO IEqa %

Beweis: Sei 0L bel. Modell von ¢ . Z.z. ﬁwa

Sei (al,...,ak) Beweis flir ¢« aus ¥

Dann ist ko (¢=1,...,k) (ind. iber ¥).

Satz: GODELSCHER VOLLSTANDIGKEITSSATYZ
Vollstéandigkeit des Beweisbarkeitsbegriffs

Vollstd&ndigkeit des Prddikatenkalkiils erster Stufe
(G6del 1930):

Wenn IkFq y SO Ira .

(Umkehrung des Satzes von der Korrektheit des Beweis-
barkeitsbegriffs s.o.)

Der Beweis des Satzes erfolgt spdter (s.S5.45 ff)
Es gibt keinen entsprechenden Beweisbarkeitsbegriff fiir hdhere

Stufen mit nachpriifbaren Beweisen, entscheidbaren Axiomen und
Schlufregeln.

Vorbereitungen:
Definition: Die Menge der aus I (in L) beweisbaren Formeln

Bw, (I) := {QIEFLQ} '

Satz: BwL ist ein Hillenoperator.

Ableitungen in der Pridikatenlooik (forrale Beweise)

(Nebenresultat: Zusammenstellung von Sdtzen der Préddikatenlogik (+c))

Al o » (B > q) Abtr a > B, u
A2 o > (a > B)++ o » 8 ) ¢

A3 C‘""B""'B"’Y'“G“*Y

Sétze: Die logischen Axiome sind beweisbar.



Aus den SchluBregeln ergeben sich entsprechende Sdtze:

wenn ftg > B und Ita
SO LkB
wenn fkg > B und X 4 Fr(g)

SO Ik ¥xa > g

Aus Axiomen mit -+ ,,.. ergeben sich entsprechende Sidtze mittels
Abtr . ) ) ! ‘

Satz: Wenn IFa F SO LFB =+ ¢

Beweis: Ita » (B » a) (Al) .
kg
EFR » @

Abgeklirzte Schreibweise:

¢ (Regel Al (kurz RA1l))
B = ("abgeleitete SchluBregel")
Aus A3: Wenn Ikg -+ R abgekiirzt: o > B (RA3) é%;
20 Lk = g Seg o> ¥y B>y 2> o>y

o > B , B+ v auch & > B (R'A3)
G B 2¥ Regel vom Ketten-
% = schluB.
Satz: (581): Fa + « (Selbstimplikation)
Beweis: A1 mit a=f : a -+ (a > a)
2 = " t_a > (o > a)>e a >+ q
Abtr a > a



./

Satz (S4): troa =+ (8 > y) »+ B8 > (a = v) Satz der Primissenver-

tauschung (Lukasiewicz)

Beweis: glinstige Form von A3:

"a+(8+'¥?'+' (8"’Y)+Y+'0-’*___Y.
¢ [ S— i

a > (B > y) e>e B e T 5y (gewlinscht)
geniigt z.z.:

(83) FB »« (B » v) » v (1) und (2) Regel'''a » (B =+ ¥y)
5 > 8 (R1)

a > (8 =+ v)

zu (2): Aus 6 > B nach RA3: B + y »+ & > vy
Aus o = (B + y) und e nach R'A3

> o +(8 » vy)

11}

zu (l): Es ist FB >+ (B + v) = B (Al)

es genlgt: (S2) +(g - Y) = B8+« (B >+ vy) > ¥y (nach R'A3)

B Let F(B > y) > Be»e B >y > (8> 7y) >y (A3)
FE >y > (B > ) >y *= (B >7v) » vy (R2)

=> F(B =+ y) = B >+ (B > y) =,y
Regel (RS4) o > (B — 'Y) (RS5) B + ¥y
B8 > (o > vy) a + f ¢ g > ¥y

(S5) Damit nach A3: kB + vy e3e g + B o> o - ¥y (invertierter Ketten-
' schluB)

(S6) Fa > (8 + y) +»e a > g »o g > v (Fregescher Kettenschluf)

Bew.: Es geniligt: -8 > (g +f;7 R L T S < R S R R (S4 und R'A3)
[ R SRy
Es ist T“B + (g - -Y) > o > >+ a >(a - 'Y)‘ (85)

—nach RS5 (zweimal) :

g g 'Y)"*'Cl P eaaq + (o - -Y)I-+--B > (g - -Y)-a-- o > B > qa ¥



_28_.

Anmerkung: Aus Al, S6 ergeben sich mit Abtr auch Al bis A3.

(gleichwertiges Axiomensystem, ohne Beweis),

Satz (S7): *+a A B8 » B A a
Bew.: FaA B + B (A8)
Far B + g (A7)
Regel R'A9 a > B
a—)-x
a > B Ay R
nach R'A9 Fao A B >+ B A g @
Satz (S8): Fa A B «> B A. q
Bew.: Foa A B+ B A o (R'A15) a > B
B A a > a A B . B - a
nach R'Al5 Fao A B +> B A g a ++ B



—.29_

Satz (S9): + a A (B A y) <> (o A B) A Y

Satz (S10): + a Vv B =+ B Vv q

l. Bew.: Es ist + g »> B Vvae>+B = BVg >+ qvB + BVa (Al12)
‘ ) — e
All Abtr AlO Abtr
2. Bew.: R'Al2: ‘g » vy also genﬁgt{l— @« > f ¥V o
B >y - B > B V a :
L]
avg > vy

Satz (S11): + a v B ++ B8 Vv o (Bew. mit R'Al5 s.o.)

Satz (S12): k a Vv (B V y) <+ (a VvV B) V vy (s. Ub.) =

insbhesondere -
= . “
Satz (S13): b+ a ++ B > o A B (s. Ub.)
Satz (S14): + g - (8 » Y) ++ o A B > ¥y Prdmissenverbindung
. T . =
Bew.: Wegen A7 a A 8 + o geniigt (R2) : § > a
und A8 o A B -+ B = 8 » B

BBy ) s by

zu RZ2: Erste Vor. (r 5’+ a) und RA3:
Foa +(8 > y) »+ § > (B + v)
F§ >(B ~» Y?i?* B = (& %+ ¥} (s4)
Zweite Vor. (§§§ + B) und RA3:
FB > (8 »y) »68 » (6 y)

S =+ (6 -+ v) ~>-‘5 >y (A2)
=> Fa->(8>1y) > &>y (R'A3 mehrmals)
Satz (S15): F a A B >y ++ a > (B8 > y) Pramissenzerlegung

(Umkehrung von Satz S14)
: 7

Bew.: Nach RS4 creant: oo e o A B = Yy o= 8 > v
V Es ist: S+QAS-+-QAB+Y+o B+y (A3)
oo+ B > a A B (S13) R'A3 anw.
}'-5 il \ [ X s s \t :. y oA ) AN J.S
e .z(l i_ A —D = 2 XA "} / j’ —) N/ ! / P |

1 $A3



Definition:

Satz (S16):

Satz (817):

Satz

Bew. :

(518) :

Bew. :

@ ist mit @ (syntaktisch) &dquivalent in bezug
auf z

(=)

(=)

a

(=)
(<)

aﬁqzs 1<=>  Ihka<>B

ist mit 8 logisch daquivalent
alg8 :<=> Fa<>8

ist mit B semantisch dquivalent in bezug auf I

»bill 1<3>  IkEq+>B
impliziert g :

almpB 1<E> Fa->R

a > (B +vy) Bg a A B > vy (aus S14, S15)

A (B VY y)Ag (a A B)V (an vy)

einfach S a A B » oo

a A B > BV vy

a Ay > oa

o Ay > BV ¥y
genligt (nach S 16, RS4):
F BV Yy > o> (anaB)V (aavy)
genilgt(nach R'Al2)

- B > g - (C‘. A B} v (Ct A Y) (einfach)
]._-Y-)--’a-)-(al\B)V(QAY)J @

V. (B A v) Bg (e v B) A (a Vv ¥y)

einfach

(nach 517)  (avB)A(avy) - (avV8)Aav (aVB)Ay
(nach R'A3 und R'Al12) genligt

(1) = (avf)Aaa + av(BAy)

(2) F (avB)Ay =+ aVv(BAy)

zu (2) genligt: + qvp +« y =+ aVv(BAY)

nach R'Al2 genligt: [+ a ¢ v > aVv(8Ay) einfach

1
Z!-Br)---Y—»O(V(SA'y) J



Satz (819):

Satz (820):

Satz (S821):

Satz: qu

Bew. :

Satz (S522):

¢ A o AQ a
eV a Bg a
a,++8ﬁq(a+ﬁ)h(8+a)

ist eine Aguivalenzrelation (damit auch Ag (z=¢@)).
(R) Lo <> o (nach S1, R'Al5)

(T) z.z.: Wenn Ef+ o <> B und Ik B <= Y , SO Ik ge>y

N € @ €
C) I a +~ B (2} Ir B » v = (E} IF a » vy ’

(A13) - (Al13) R'A3
(Al4) © <« - < «
(S) mit S 21, S8 und (T) sogar:

G*")BKC_{B*“*G

SHtze fiir Negation:

(A4): t“()’,—)'ﬂs +O'—|-|S > =

Satz (S23):

F g > =8 3¢ 8 + g } B (nach R1)

Satz (S24): F -q > B -+ ﬂé + « ' Kontrapositions-

Satz (825):

F omg > =8 >« B 5 g satze +(A4)

Anmerkung: Aus Al, A2, A3, (S25) ergeben sich mit Abtr

Satz (S26):

Satz (S27):

Satz (528):

L —
X 5
Y
(X &
/
L = —£

A4 bis A6 (und umgekehrt).

R 1 o Aq o

~(e A B) Ag ~a v -8 1 de Morgansche Regeln

(o ¥ 8) & nomg | (friither: Petrus Hispanus)
Lo Ag "o =X

L/ b b C Lep (O — N b —t :;
(b—c) - Xt AL} — C
b 4 e S e b} AT ks
eL f!/ (bf\ﬂ: V| 1 b A u;
b-‘* C ;f .éwﬂgt——b el A ("Qf“ﬂ A =P C:)



nach RA12 qenuqi
Bew. zu (S27): («) F =a > =(a¢ A B) und F =8 + =(a A B)
nach RA4 genligt FaA B > a Fg Nk B+ B

(+) (nach RS 24) geniigt: F =(~a Vv =8) + a A B

A3 [- -l
nach R'AJ fjcnu':J! (~a VvmB} » «
F =(=a v B) = B

dazu genligt: F =a > =g VvV =B (A10)
F =8 > =g Vv =8 (All)

Bew. zu (S28) &hnlich.

Satz (S29): F =g »>¢ a +> B

Bew.: geniigt + =a »>¢ =8 > =g (A4)

Satz (S30): F a A g -+ B8

Satz (S31): + =(a A =-qa) (Satz vom ausgeschl. Widerspruch)
Bew.: aus 530 durch Kontraposition

B B o 2 ln R ag) B wihlen mit + -8
zZ.B. B = =(y = (8 »+ v))

Satz (S32): F g Vv -g (Sats vom ausgeschlossenen Dritten)
Satz (S33): “(a + B) Ag a A -8B
Bew.: (») genligt: F (e + 8) »«a

F =(a > B) = -8

genligt Fomg o+ (a > 8) (529)
F B > (o -+ B) (A1)

(«) Nach S16 genligt: + a ++ =8 + -{(a + 8)

nach Kontrap. und KettenschlufB genligt:
F oo e (o - B) - B (§3)

Satz (B834) “a + o Ag a




Sdtze {iber Quantoren:

I. Generalisierung und Partikularisierung

Satz (S35): + ¥xa = o

Bew.: = g > g (S1)

b ¥xXag > a (Gv)

aber: die Umkehrung gilt i.allg. nicht! (nicht + & > ¥xa)

Bsp.s nilcht %Bx + ¥XRx, mit U =K, R x gdw x gerade.
(d.h., es geniigt z.z., daB es fir ein x nicht
gilt).

aber:

Satz: Wenn Ito ; SO Li-¥xa

Bew.: Sei ZIla -, B wdhlen mit =8 , x ¢ Fr(s)
(z.B. B =6 > 6(S1), x nicht in &6 ).

LR > «a (RAL)
I R » ¥Xxa (Gh)
It ¥xo (Abtr)

Satz: Ira gdw I-¥xo .

s
-~

Satz: YVor.: 0] ist eine Generalisierte von «

s

Beh.: ZItruo -gdw Lo 5

Satz (S36) : F o + Ixa (aus S1 mit Ph)

aber: die Umkehrung gilt i.a. nicht ! (nicht F Ixe + a)

Bsp.: wie oben mit h(x)=1

(aus o - o mit

Gh, Pv)

Satz (837): Wenn % ¢ Fr(a), so ¥xa Aq «

b
L
Ixo AgQ «a J



II. Quantorenvertauschung

Satz (S38): Vx¥ya Ag ¥y¥xa
2 1 4 3 (Nummerierung fUr unten)
Bew.: (=+) + o > a (51)
- ¥va > o (Gv)
F ¥x¥ya -+ o (Gv)
- ¥x¥ya -+ ¥xa (Gh)
F Yx¥ya -+ Yy¥xo (Gh)
(+) analog
Satz (S39): dxIya Ag Iy Ixa
Bew.: (=) 4 3 2 1 (mit Ph)
(<) analcog
Satzv(S40): o IXx¥ya -+ ¥ydxa
Bew. : 4 1 3 2
aber: . Die Umkehrung gilt i. allg. nicnht!

Bsp.
mit Uﬁf=N r Ry
III. Verneinunagstechnik
Satz (S41): -¥xa BAg 3Ix-a
Satz (542): ~3dxa Aq ¥xX-a
Bew. zu S41: (-) geniligt:
geniligt:
genigt:

und S42

nicht E, ¥y IxRxy - 3IXVyRxy

gdw x>y

= =dx-o > ¥xao
> o
= o-mg > dx-a

dhnlich.

(Kontrap.)
(Gh)
(Kontrap.)
(S36)



~

—

IV. Quantorenverteilung B

P

Satz (S543): ¥x(aAB) Ag ¥xo A ¥XB

Bew.: (=) geniligt: ¥x(aAB)> Vxao
¥x(aAB)> ¥xB

F o A B =+ o
F aA B > B
l. Gv, 2. Gh
(«) genligt: + ¥xa A ¥XB + a A B (gh)
genligt: + ¥Yxag A ¥XB + a

F ¥Xa A ¥XB > B

Satz (S44): 3JIx(aevpe) Bg Ixa v Ix8 (Ubung)

Satz (S45): Ix(aaBg) - Ixa A 3JxB

aber: Die Umkehrung gilt i.a. nicht!

"Bew. S545: genligt: + ... -+ 3Ixg
... > Jxp
2 1
Bsp.: fiir Umkehrung: nicht Eﬂ}xpx A IxQx » Ix(Px A Qx)
mit Umle e Py gdw x ist gerade

'Q.x gdw x ist ungerade

Satz (S46): = ¥xa Vv ¥xB -+ ¥x(avp)

Bew.: geniigt: +F¥xg + ...
~¥xXBR » ‘e
1 2

aber: Die Umkehrung gilt i.allg. nicht.

Satz (S47): t Yx(g+B)++ ¥xag -+ ¥x8

Bew.: * ¥x(g>B) =+ o + B (Pramissenvertauschung)
nach RS4: pa ++ ¥X(a+B) -+ B
 Wxox — Yx (“"’ﬂ) — |f) (GvV)

RS4,816: + ¥xn(g+3) A ¥Xg > B8



_36_.

Satz (S548): EYX (ae+B ) e ¥xg <o VxR

Bew.: genligt( -+
b= <=

Satz (S49): + ¥x(a+B) ++ JIxa -+ IxB

Satz (S50): F ¥x(a++B) ++ Ixa +-» ixp

Sdtze der Quantorenverschiebunq

Satz: Wenn x ¢ Fr(e), so

(551) ¥x(aAB) Aq o A ¥x§ (557)
(S52) 3Ix(aAB) Ag o A IxB " (S58)
(553) ¥x(avs) Ag « v Vx8 (559)
(S54) Ix(avB) Eg « v Ixs (S60)
(S55) ¥x(a+B) Aq o + ¥x3 (s61)
(S56) Ix(a+B) Ag o - J %8B (S62)

-

Hinwets 2u S53: (=) o v 8 Ag -a -+ B8

a > B Ag -ao

<
™

Hinweis 2v S 56

Bew. zu S61l: (»+) F a + B s o -» B

= VX(CL"“B) > o >
F oo > ¥x(a>B) -
F odxa >+ ¥x(a>g)

= ¥x(a>8) >+ Ixa

(«) genligt + 3Ixg > B =+

genlgt (RA3): + g + Ixa

Sdtze Uber =

Satz (S63): + x2y » y=x

Sew.: F X3y +e xEx > y=x  (I4)

VX (aAB)
Ix(aAB)
¥x(avp)
ix(avp)
Vx(a>g)
ix(a>p)

(S33a)
(533b)

Aq
Agq
Ag
Aq
Ag

Ag

(51
R (Gv)

g (Prdm.vert., RS4)

+ B8 (Pv)
-+ B (RS4)

P X=x ++ x%y + y=x (Prim.vert.,

Abtr (nach I1)

a + B

El:

If: x=y->eXZzoaysz

Wenn x ¢ Fr(R), so

Yxa
Ixa
¥Xa
ixa
ER

¥xa

X=X

R54)

>

y ¥

Wm ™ ™ ™ W™ ™

(RA3)
(S36)

&



Satz (S64): F x=y »e yIz » x=z

Bew.: nach S63 genligt + yZx ++ y=z 5 x=gz (I4)

Satz (S65): F x=y =+« z=x > zdy

Bew:: ﬁit:Prém.vert. (RS4); zyklische Vertauschung zu 564

I & 2 11

N+ X
®oe
Mo+ N

Satz: LEIBNIZSCHES ERSETZBARKEITSTHEOREM

= oog=T > ax/cé+ uX/T , falls beide Substitutionen ausfiihrbar.

Bew. (induktiv {iber Formelaufbau)

Lenma: Leibnizsches Ersetzbarkeitstheorem fiir Terme

= L RS O
- o 0y = subx T subX T

Beweis des L.E. flir Terme: (induktiv iiber T}

1. Variable: ¢ = x v’ (S1)
T = ZFX v (Il,RAl)
2 £ & &
2. 1 le Tr(f)
r(f) &
= clé02+ /\ subwlT é'subizT (Ind. Vor.)
p=l ' (N
T T
p s p ] . . y
Def.: Allgemeine Konjunktionen Allgemeine Disjunktionern
1 ] n' —
: o . VaeseaoV m<n
/\ a auch G Aeeaha '\/ a, B o a (1 )
v=m v=m
. wWird induktiv definiert ilber n:
m m
= a = a
A QV *m v/ \Y m
AVES 1 ‘sz



Fortsetzung Beweis:

r(f) Vi [} 1 ] LI | 1 T
- = = Ty
Tp Tp - leT2 ...Tr(f) frl 5 Tr(f)
p=1
‘—‘ f |'| ] | I f 1t T L | L]
° s e =¥ Tl T2 -.-Tr(f) Tl T2 T3 s s . Tr(f)
t1 {8 ] ] £ Tt L |
i~ i s ¥ % = f & wie 2
T Bl Tr(£)-1Tr(£) Ty ewstopg
= A - /\ [(*): I, mit Subs tifutionsregel (<H
nach Transitivitit der Gleichheit i
1 1 L I N 11
= T _ - le... Tr(f) =fr 1 7 Tr(f)
S S
sub’ly sub’2 1
P X
3 e & onlyo 2
- Gl 02 . > subX T SLbX T

Bewels des L.E. fiir Formeln (induktiv Uber o ):

(%)

l. ¢ = RTl...T (R)
X (s Y]
a /U = R subx Ty «s. Sb V1 (R)
kY o Ny
! L B _
1 r (R) fiir v = 1
e | I I -
T TI(R) fir v = 2
r{R)
[ Lo e 1t
ol > -+ Tp Tp
p=d
1] 1 { | I ] L} 1
- e . ¥ S E % Rt - - 5
% - RTlTé Tr(R) =* < 1 Td Tr(R)
/ (%)
b |!j|l [ R} 1 Tt i ¢
. v RTl 52 'Tr{R)—' ri{R) =11 £5 Telir) -
E{=) I, mit (SQ! /////
P §
= ek X Xy = . S _X - VX:
== }_01—62 . u/01 -+ o ,’02 =» "0'1_62 & /dl <+L/G2

- analog =



analog

Induktionsschritt: Gelte Satz fir o

z.z2. er gilt fiir -«a

= @ ; x x
es genugl & o %0, > (~a) /01 + (~ea) /G2

\ RO
= (a7 ~(a¥/a,

),
\__.V.El.___‘r \_v___ 2

0:l n

nrach Ind. Vor.: + g.=g. ++ a' <> a"

gentigt: + 2

[

(S66): + a' <> a" >+ -a' > —a"

m
-
.
N

- fir A,v,+,«~>, mit Hilfe von

Satz (S67): F (a'<>a'')A('4>"") >+ o AB <> o AB

Satz (568): A v v
Zatz (S€9): A - >
Satz (S70): A + +

(%) Verzahnungssdtze

Tir ¥za Fail 1: x & Fri{v¥za)

(Vza)x/av: Vog bk ... e Wzo > ¥
1 E|
Fall 2: x e Fr(¥za), 2z nicht in Gy7%2

~
.
&%

2 s x X ;
nach Inéd.vVor.: F+ o, =0, >* « /01 «> a”/0,

1 "2
: } !
(545)  Vz(xX e=a') — Vool — Wzl B osas o A ‘-*’Z(a'«»"+ o’ ') (Gh)
(s50) Yzl o) — W' 12K’ - ) 3 3 (S50)
= e . — (Vva}x.‘"c}' S i (":ZOZ)X/U-?

<> g e =gl -a" (S68)

(+)



w A8 =

abier: il.allg. glilt micht

Foa' o« a"re ¥zo' <> ¥zg"

Wenn ErsiaB und

yﬁqxﬁ ; SO

Definition: « geht dadurch, daf (arn keliebigen Stellen) dje
Teilformel vy durch 8§ ersetzt wird ., in B8
liber: Ersaas
¥
a ; 4 Y 3 Iy L ! ']
B 8 8
B ¢ | i : ‘ 1
induktive Charakterisierung:
?(1) a. Ersiya
: o @
; b. ErsYaa fiir jeds Formel o
T, 6 b 6 ] L J ,..5
(2) Wenn Ers a8 und Ers oa'B', so Ers -a-B
£ e i ¥
- $ 1 1
;, SO LrSY(uAﬂ J(BAB')
v v
: > -
< o
i S ErsianVxB
' 303
' 5. _
(3) Ersi. Y I@ nur - dann, wean dies avf Grond
von (1) oder () der Tt ist @
— R afmBbE
Satz: ERSETZBARKEITSTHECREM FﬁR‘KQUIVALENTE AUSDRUCKE

A .
o qzﬁ

1:8llg. gilt picht:

folgende

o
Ll L
. o e ;

aber es gilt
e e Lol

] i .
oA ok - WA,

wenn 1?.3:5(5
¥

iyt o e

R , SO F v «> § >+ g > B8

(Y++5)*+- a +> B

| e
Generalilsierte

V@Fiehﬁdﬁnj , so k
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beweis der Verscharfung induktiv entsprechend  der Def von Er&:-}5
Beweis; (5. Def. von Ers.)

za (1): b (y <> 8) > y «» 5 (51,6v)

F o (y <> 8) =« a <> a (S1,RA1, R'A1S)
g (2 Fo(y <= 6)*+- (o <+ B) A (o' <> ")
F (e f) Alota— i) —(x X o) (f X p) . . (S.66-70)
l—-(-y e 6)* - (o <> B)
- 5 B > ¥x(a <> B) (Gh) |- ; wliteit (ro
) > ¥xXo > VXS (ng)
3 3 ( s50)

Satz: GEBUNDENE UMBENENNUNG

Wenn y nicht in a , SO ¥xa Aq ¥yo'/y :
2 3

Beweis: (=)

b (¥xa— a)°/y d.h. F ¥xa - ax/y
=> + ¥xa > Vyax/y (Gh)

(<) analog
(es ist (o /y)¥/x = o) Siche a2 4 $23

Definition: o i3t eine pré&nexe Normnalform (pr&nexe Formel)

:<=> es gibt ein w,a', so daB o' ein guantoren-
freie Formel, = ein Prédfix, d.h. eine aus Zeichen-—

reihen der Form V¥x, ix (xeV) zusammengesetzte

Zeichenreihe, und a = 7a' ist.
Bsp.: o = Paiy(7x=0 > x.y*1)
1
™ o
T  ist das Prifix und o' der Kerrn (engl. matrix)

der prédnexen Formel o . (m kann auch leer sein).

(4 Satz: Zu jeder Formel « gibt es eine logisch dquivalente pranexe

Normalform. ohne zusilzliche free Vancble

Bew.: (Effektive Konstruktion flir Sprachen mit Be-

zeichnungssystam) ) ‘ ‘
Beweis durch log.dqvivalente Umformungen avf Grond des Enclzberkedsthecens
a. «» uné - ausschalten mittels a+«>8 Ag (a>B)A(8~a)

und a+3 Bg -~a v B (5559
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b. Quantoren nach vorn ziehen mittels Verneinungstechnik,
gebundener Umbenennung und defi Aquivalenzen:
o A ¥xB Ag ¥x(aAB) falls x ¢ Fr(a)
A3 Ag 13 A '
V¥ AgV¥ v
v 3 Egq 13 v (Quantorenverschiebung)

Beispiel: "a,b teilerfremd" (inﬁﬁ)
=3u(-u=l A uia A u|b) (mit u]v =def Ix u.xsv)

Agq Vu(uéi v ~u/a v =u/b)

Ag Vu(u=l v¥x-u.x%a Vv ¥x-u.x=b)
. _——— ®
Ag ... Yy-u.y=b Je ¢

Aq Vu¥x¥y(u=l Vv -u.x=a v -u.y=b)

noch zu beweisen: Das Verfahren bricht nach endlich wvielen
Schritten ab.

Ave Pkiuia

C

Die aussagenlogische Belastung eines Quantors := Die Anzahl der

.

Junktoren in polnischer Notation, die vor dem betreffenden
Quantor stehen. (Diese wird bei jedem Schritt um mindestens

Eins vernindert g.e.d.)

In unserer Schreibweise kann dies mittels der Anzahl der auf-
gehenden Klammern und Negationszeichen gezeigt werden.

. 4 A

Satz: DEDUKTIONSTHEOREM

Wenn n Aussage und Zu {n} + a, so I+ n=a .

(d.h. in n kommen keine freien Variablen vor (da die

Quantcren Schwierigkeiten machen, muf man voraussetzen,

daB n Aussage). De VEFI"J-U:';SGf?bna g "1; st Aussage ! ist wicht entbebrlich

|
-

Beweis: Sei (al,...,ak

zv{n} in L.

) eine Bewelsfolge flir o aus

Bch:@%wsu$a): Fiix jJedes v mit liwsk ist IF nre

Bewelis durch Induktion iiber «



Forts.

Satez:

sate:

D
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Beweis:
1 o log.2x. (d.h.e Ax) oder in fu{n} ;
la) xeeAx vZ dbh Iy 0‘150:’:""’7—~°‘n (RA1)
1b) K= alse Yoy (s1) aso ¥ o
2. a. o durch Schlufregeln Sjehe RicKseife
Abtr: @ = a2 oa Cuyver) EF 5 = (av > aK)
o B g+ %
ol ‘
o, Z.Z.: I n > aK(nach R'S6)
(56) ar (B> y)e+s arB >+ a+y (Freg.Kett.schlu¢g
b. Flir die Quantifizierungsregein:
Sei I+ n »+ (o > B) i
z.z. flir Gv: Ik n =+ (¥xa > B)
Pv: .ZF n » (dxa + B), X ¢ Fr(B)
mit RS4
Ph: I+ n =+ (o »> 3IxB8)
Gh: I+ n » (a » ¥xB), falls x ¢ Fr(o)
mit S16 ...
c. Flr Termeinsetzungsregel:
Sb: Sei I+ n » a
ZeZat I+ n > aX/T (falls Subst ausfihrbar)
(n )%/t = 0%/t » «®/1=n =>F(n > )%/
B ~ -
Zu jeder Formel «yer sei y* eine Generalisierte von y.
2= {y"|yer} ( £¥ ist dann eine Menge von Aussagen)
Dann ist .
it o gdw T a
Beweis: g” [= BwL(Z) (nach obigem Satz)
z g Bw (z")
B Bw, () = BwL(z*) (1), da Bw_ Hiillen-

. ) Morctom @ Awei i,
operator nawlch BWL(E*) é BWLBWL(E) E BWL(Z)
ciw (7)) e (x°) szt d )

=> (1).

Sg]_. flir = (mlt CI’]L) Rcw, at’]a,iors mt Cn‘_
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Definltion: Sei E © leL

Satz :

Satz:

L ist (syntaktisch) widerspruchsvell (wv) in L:

WVLE :1<=> jedes oae Fml_ ist aus I beweisbar.

L
(BWL(E) =-leLi flir jedes ae leL ist I¥F a )

I ist (syntaktisch) widerspruchsfrei (wfr) in L:

werZ :<=> nicht vaz .

(PWL(E) f leL)
Flir jedes a ¢ leL gilt: wv_.I gdw It a A -a

Beweis: (=) klar
(«) Fa A -a +8

I wame—=p3  (S30) ' g

T o ot Ameg

Abtr IV B

ENDLICHKEITSSATZ FUR DIE BEWEISBARKEIT

Wenn It o, So existiert eine endliche Teilmenge
' von I mit I'F o .

ENDLICHKI‘:ITSSATZ FUR bTNTAKT!SCHE L/IDCRCPP

Eine Formelmenge ist wfr gdw jede endliche Teil-

menge von I wfir ist.

" Beweis: Bewels}uaqe bdmchten Elwmg e _von Z daraus 2usmnmen{3assen ?.UZ

CHFKE!H,

(«) Ann.: wvel - L+ o A-a

L' o A-o

- also \JVZ‘ ’7



5. Beweis des Vollstidndigkeitsatzes

SatZ: e Venn WfrZund o Aussage, so ist

Wfr .z U{&} oder wir 2 U{-lﬂ.}.

Beweis: Ann.: wv fu{a}, WV Tu{-al:s B € leL bel.

tu{al}¥p tu{-al-B
=> Lra->R L-a-+R (aus Deduktionsth.)
=> Lrav-a->R
trav-a (Abtr)
LR => wv § Wid. zur Vor.

Lemma: Wenn o Aussage, so Ita adw wv Zu{-a}

Beweis: (+) Ira aus gréﬁeren Menge folgt erst recht:
u{-alra

il e B } Tu{-alran-a. Wd.

(«) Zu{-al}te nach Deduktionstheorem folgt
LF-a->a

(~a>a Bg a) => Lo

Vollstdndigkeitssatz: z.z.: Wenn f=a , SO Ita .

genligt: Flir jedes rcAus e Aus_: Wenn fkg , SO Itg

G L

(AusL: Mehgg Jﬂ’Aiwmm\QnL)

dies geniligt wegen: fra gdw Sta”, Ira gdw £
ebenso: © E = = &=

geniligt: (indirekt) Wenn nicht f+a, so nicht IkEa
genugt: 2k : L=

e e

-—

wfr tu{-a} es ex. ein Modell ® von I mit
nicht b@a
LUSSEEREMMN -, 4
ﬂa da oe AUSL

Gt ist Modell von fu{-a}

geniigt: Wenn wfr fu{-a}, so ex. & ist Modell von

Zu{-al}.



geniigt:

Satz: Jede widerspruchsfreie Menge von Aussagen besitzt

ein Modell.

Dieser Satz ist (wie die obigen) gleichwertig mit dem

Vollstdndigkeitssatz!

Eine Beweismdglichkeit: Zerlegung in 2 Teile:

Teil I: Jede'Menge von gquantorenfreien Aussagen besitzt

ein Modell.

Teil ITI: Rickfihrung des Allgemeinen Satzes auf Teil T.

(Jeae syntaktisch widerspruchsfreie Menge von

Aussagen besitzt ein Modell).

Anmerkung: Quantorenfreie Aussagen ex. gdw.

ex. Primformeln, die Aussagen sind

=> ex. variablenfreie Primformeln gdw ex

@

variablenfreie Terme (=> nullstellige Funktions-

zeichen) oder nullstellige Relationszeichen.

Beweis zu I: Sei ¢ wfr Menge von quantorenfreie

n

Aussagen von L. Sei T die Menge der atomaren

Aussagen (Aussagen, die gleichzeit
formeln sind) von L. Elemente von
nummerieren mit Ordinalzahlen <¢

geeignete Ordinalzahl g .

Anmerkunq: 1'2’3,---;’L_'fUJ'{"‘I,---,_203’2&]"}'1;---p\'.U.UJ’-
e S s SR R @ .
N alle abzdhlbar

w kleinste transfinite Ordinalzahl.

Auswahlaxiom <z> Wohlordnungssatz (je
138t sich wohlordnen).
Jede Ordinalzahl entspricht einer woh
Menge <=> isomorph.
1= {a_|k<g} Flir abzdhlbare Menge
E=uw gesetzt werden

fecrdin. el hat man N ).

ig Prim-

I durch-

fiir eine
w

de Menge

lgeordneten

n kann

(dann



{ E@

Def. von Aussagen BK induktiv:

o falls rzu{B_ |i<klu{a }wfr
K \ ;l' ’ K
1= 5
-Q sonst K
K

Sei ¢ := zu{g_ li<k}
K 1

Beh.1.: Fir g<t ist EK wfr.,

Beh. )

2

Beh. 3:

Bew.: (induktiv iiberk)
Ind.Vor.: Beh..gilt flir alle 1<k
‘Ind.Beh.: Beh.1. gilt fiir K

Fall O: x=0, ZO=E nach Vor.

Fall 1: k hat éinen Vorgdnger k =k'+1
=> L= Zu{B [1s¢'} = zu{B |1<k'}u{B ,}
K 1 1 K
K\wﬂmﬂ—“““ \f—FJ

» Lot o gy .-\/:r J.T-In_‘lu. 0%

wfr
Féil 2 K'hat keinen Vorgédnger (k ist Limeszahl)
Nach Endlichkeitssatz: Sei I'endliche
Teilmenge von ZK.
Genligt z.z.: wfr §'.
Sei v maximal mit Buez'. k'=v+l<k

2> p'e Zu{81!1<x'}: EK, = I' wEr.

Det: B 2= {31]1<g} (B= groB Bg)
T := Eu{81|1<£} = FuB

Dann ist I wfr, da F=Zg .

Flir jede atomare Aussage o ist qeB oder -qgeB.
O BUEGin g [<
( wegen a=a¢ , B=p g TS )
K “O:K « =

Wenn o atomare Aussage ist und Trta, SO aeB.

Bew.: Wire oéB, so widre -aeB also Trt-g => I wWv.



Im weiteren Verlauf des Beweises konstruiert man ein
Modell fir T = £ y B (Nicht nur fiir 1).

Definition: Relation ~ zwischen variahlenfreien Termen:

O~T :<=> [hrg=¢

Voriberlegung: Wenn & Modell von TI', so:

Wenn o~t, sO ﬁ%aér, d.h. o,t haben denselben
Wert.

Wenn o#1, S0 -g2teBeT, also E%HOéT ’

d.h. o und t haben verschiedene Werte.

Bijektion zwischen Aquivalenzklassen bezliglich

~ und gewissen Elementen von 0V . Ein solches‘ %@

O ist gesucht. Methode: Hguivalenzklassen

als Elemente verwenden.

Beh. 4: ~ ist eine Aquivalenzrelation.
Beweis: (R) o~o T'ro=g klar

(S) Wenn o~t, so 1~0:

denn aus Tto=t folgt Tk12g .

(T) Wenn PFU1=02, Fk02=o3, fo) Pkc1=03
{d1~02 und 02~03, SO 01~03)
Beh. 5t (i) Wenn U1~T1""’cr(f)~Tr(f)’ so
o ~ =
f01"'for(f) fTT""Tr(f) (f &)

( ~ ist sogar Konkruenzrelation) .

1 1 Y\ r o~ ~ I
(ii) Wenn 7, T1""’Or{R) Tr(R) und PFRUT...U

r(r)'
so ist FFRT1...TI(R) (R e®R)
Beweis: (i) FFcpéTp (=" posw s TLE] )
b FFEU1...Ur(E) = ;T1"'Tr(f)

(mit I bkis T4).

1. Schritt des Leibnizschen Ersetzbar-

keitstheorems
(ii) Sei FPUD5TD b=l 4 som a0 28 ER)
Hnuyt Zini B FPQU1...cr(R) + RY ran)
' sus



Aquivalenzklasse, die o enth#lt: g := {1|t~g}

Die Struktur &/ wird definiert durch: U, := {o|o variablen-

freier Term}

Fir jedes Funktionszeichen f soll gelten

f&p1... ¥ 15y ¢ = fci"'dr(f)

Fir jedes Relationszeichen R soll gelten

R&p1"'0r(R) gdw PFRUT"'Gr(R)

s

z.z.: die beiden Definitionen sind unabhéngig von der Wahl

des Repridsentanten.

FUr die Funktionszeichen gilt dies nach Beh. 5(1)
Fir die Relationszeichen gilt dies nach Beh. 5(ii).

Beh. (x): O ist ein Modell von T (und damit auch vorn g .

Beh. 6: Flir variablenfreies ¢ und beliebigen Belegungen h

tiber C ist W (a,h) = g .

Bew.: (induktiv iiber den Termaufbau).

fir nullstellige Funktionszeichen f:

— Mol Ey b}t
allgemein:
waffc1...0r(f),h) — f@PT"'Ur(f) = fo1"'0r(f)

Beh. 7: Flir jede quantorenfreie Aussage o und jede Belegung h

iber O gilt:
W, (a,h) = W gdw Bhrag
o F gdw Br-q

( => Flir jede guantorenfreie Aussage o gilt Beqg

oder DBr-g Yig
Beweis: (induktiv iiber den Formelaufbau)
1. ¢ ist atomar. BRe, «w:d
l o= 1 i [R)
a=t
1] A ] |
S | A i : r
. | — e | A
> YOwvai )y f\.' :3
. I



siehe Ruekseie

zu Beh. (*x):

Fall 1: aeB =>
P RG1..L r(R)’ W%(Rc1...cr(R),h)=N
*{o~1, o=1 , W&ﬂoér,h) = W.
Fall 2: aéB => -qeB =>
Mo {?lfht RO 4« -0, Ry * Wy (<o« sh)=F
o#t , W_(o=t,h) = F.

ol
2. Wegen Quantorenfreiheit und Aquivalenzen

(:)genﬁgt:z.z. fir -, A.

F gdw Btra

Gelte Beh. fiir o,B
{Iﬂ %o Bhevg B

e Wédﬂu'h) = non(wm(u,h)) =

A W{h(aAB,h) = et(W‘m(a,h),WM(S,h))

Il
=
.

.
.

{W gdw W (a,h) = W und W, (8,h) =1
oder =F ...

F gd‘.ﬂ] " e F n

gdw Bra und BFE gdw Braag

Siche Ik o .. gdw Br-o oder Br-g gdw B~ (aA8)
L.S. B8

gelte L.S. nicht dann Bra und B+B (nach Ind.

BlFaAR

Vor.)=> (Widerspruch) .

Sei oel.
Ann. : W@(a,h} = F, dann Bt-a

E> Tk-a
> T (Widerspruch)
> W, (a,h) =

Element von T.

1

WV

1

W fiir jedes

@

Damit ist Teil I bewiesen.-

Beweis zu Teil TIT1:

Genligt fiir wfr Mengen I von prénexen Aussagen.

Hilfskonstruktion:

mit ¢c AuSL

zeichen, die in ¢ vorkommen)

Sei ¢ eine beliebige Menge von Priinexen

Aussaden. SeiL:Lj@:%die kleinste Sorache

(mit Funktions—~ und Relations-



Fiir jedes ne® gilt genau einer der folgenden Fdlle:
a. n ist wvon der Form ¥xa (n ist eine "Allheitsaussage") ,
b. n ist von der Form Jdxa (n ist eine "Existenzaussage") .,

c. n ist quantorenfrei.

N . -

-~ = i

Fiir jede in ¢ vorkommende Existenzaussage n eine neue (in L
nicht vorhandene) (Individuen-) Konstante Cn hinzunehmen.
(d.h. ein nullstelliges Funktionszeichen) .

Damit erhilt man eine Sprache L*.
Q*gAusL* entstehe aus ¢ durch Hinzunahme von:

a. Zu jeder Allheitsaussage ¥xo Vvon & sidmtliche
Aussagen der Form ax/r, wobei 1 ein variablen-
freier Term der Sprache L ist.

b. Zu jeder Existenzaussage Ixa von ¢ die

x
Aussage o /cn "

. 4 L W p < : , 2
P;agfge Definition: ¢ := {o /TIaneé und 1 variablenfreier Term mit
Funktionszeichen von &}.

3

) {ax/c | n=3x%ced}.

- ¥ 9
o] = duUd U .

@ 3

* : i
Behauntung 1: & ist eine Menge von pranexen Aussagen.

Behauptung 2: o™ < |Fm|L,.]SmOX(l¢IIX.,)

Bew.: 1. & endlich => T u® endliche Menge

*
¥y W endl. Menge

=> o7 = |Tdp | ¢ X,
2. & unendlich:| FuW |

*
P& |

IA

X,1ol < 1ol
|l
=> o™ |<|Fml x| = [o]

IA

: * 1
Behauptung 3: ¥enn ¢ syntaktisch wfr in L, SO ist & syntak-

. 1 fad s *
tisch wfr in L .



Hierzu zunichst zwei Lemmata:

Lemma a.: Wenn Fu{ax/T}FL.

3 1 $ 1 - . l
nicht inchwe Vorr: € @V nicht nobw. Vovr: € @ :ju!f ah'rj. !Tur bd,! ;d"b‘-}es L‘, F'
Bew.: F ¥Xa-ra

§, so Tu{¥xal}+_,6. (LeL'ecL™)
— — L

F ¥Xa > GX/T
Fu{¥xa}+-¥xa

/ => Fu{VxQ}th/r

Bw b

p(ruta™/t}) g Buy(Tu{¥xa})

BwL:= Menge der beweisharen Formeln.
Lermma b.: Wenn Fu{ax/c}PL,ﬁ (wobei ax/c Aussage) und c nicht
in Tu{éu}(c nullstelliges Funktionszeichen), so ist ..

Fu{Hxa}PLHG , wobei L" aus L' durch Weglassen von c é@
ensteht.

Bew.: (nach Deduktionstheorem) .
TPL,aX/c+5 . Sei (81""’Br) eine Béweisfolge
fir diese Formel aus T in L'. In dieser Be-
weisfolge iliberall ¢ durch eine neue Variable y
ersetzen (formal sieht dies aus wie "Subst” ac/y).
Dadurch ensteht eine Beweisfolge fiir

TFL"aX/y+6. C)

= > FFLnﬂyax/y+6 (VwPart.)
=> I‘F"L..QXCI-*S (Geb.Umb.)
=> Tu{dxual=é (Abtr) g.e.d.

4 * . . *
Beweis zu Beh.3: Ann. ¢ sei wv in L .
\

=> ¢*;YA~Y mit ¥ g Fml; .
e, L

8
(Endlichkeitssatz filir die Beweisharkeit).
@ == ¢U{€1r---,sg}F § , wobei

SOE¢Vb¢q , L' mit nur endlich vielen

L‘

Konstanten cn.

@) mit Lemmata a.,b.:

1"
v
L
I
o2}
1}
v

D WV



Beweis fir Teil II: O,ID d A _l(ommen in Z Wem‘rjgfgn_( ein Exis‘fenec]w:n'l‘c»r
C;OIE.( Eine l"'ldiu’;d\)énKon;‘h\_n}e Vor | Senst zE gx‘ x'=>‘)

Sei I wfr Menge von (o.B.d.A. prdnexen) Aussagen.

I % e , "
o - )t A -‘(‘
* y i ' 5 . s
Ek+1 zk (nach Hilfskonstruktion) %o a0 o7 B
L = Uz ; | ‘ RN &
k ) /! M. el (e
keM ik i

¢ /I
2

!

Dann ist jedes Ek wfr (durch Induktion {iber k, Beh. 3 jedesmal

anwenden) .
Nach dem Endlichkeitssatz fiir die Widerspruchsfreiheit folgt:

f ist wfr. (Jede endl. Teilmenge enthalten in einem Ek).

JFml o
Mit Beh. 2 (induktiv): |z, |S%max(lzl,x,).
also auch 2] g gmax(|Z],w,) .
i
'Brf ()
Sei nun L' := die Menge der quantorenfreien Aussagen in .
{

alael und o cuantorenfrei).

Sei OV das wie in Teil I konstruierte Modell von ' (o.B.d.A.in der
i
Sprache L(Z")

Behauptung 4: Clist Modell von I . ot w :

Bew. : (‘. ” )
es geniigt 2u zeigen f{or jedes nelN gilt:
(x) jede Aussage n in I mit n Quantifizierungen
(im Prifix) ist in Ol gliltig.
(induktiv iber n):
n=0; klar {nez') -\bghewﬁﬁf'
Gelte (%) fir n und sei n eine~Aussage

aus £ mit n+1 Quantifizierungen,z.Z: l“a_‘*z

Fall 1: n=¥xXa .a prinexer FOVhﬂeL mit n
Quantifizierungen.

1 - - 2\ x = g
Sei weUC_,.Vbel. oL Naja,hx) W
x=c fir ein gewisses o.

n und die Konstanten von o kommen in
einem gewissen [, vor. Damit:

X * =
o z = v

\_,-.,/igE k zk+1g .

n Quantoren

X o ;

> £ o /o . hach lnduKhonsvor



von Teni 1
A

nach Beh.6 : w&jc,h) = g

. i . X .
mit Uberfiilhrungstheocrem: W&}“’hi) = WGJQ /o:h) =W

g.e.d.

Fall 2: n=3xa
(wie vorher) z.z.:

Es gibt ein xeUy mit nga,ﬁ;) = W TE N
*

% . 5 _ X .
n ist in einem Ip-2> @ /cnezk DR
n Quantoren
genugti Fur x=cn ist Waja,hx) = W

(En Aquivalenzklasse von ¢ ).

X -
E, /cn ’ wmjcn,h) = e ) é%
mit Uberfihrungstheorem:
By _ 3% .
Wﬁ(a,hx) = Jaja,/cn,h) = W g.e.d.

Damit ist der Vollstdndigkeitssatz bewiesen: !!! - 2N
: |Z|£¥nﬂui}§nmeZLK\

Zusatzbetrachtung: IUCIS 1Tmurﬂ < max(|Z],X,) C)
2

Zusatz: (SATZ VON LOWENHEIM, 1915):
Jede Syntaktisch wfr Menqégﬁon Aussagen besitzt
ein Modell O mit der M&achtigkeit < max(|Z],¥,).

Folgerungen aus dem Vollstindigkeitssatz:

Satz: wir I gdw I ein Modell besitzt,.

—_— . ; 7 _
v ist semantisch wfr.; e2i—s T besitzf cin Hedei

Decs qiil nach clem ICointideastheciem  {ur Jede Sprache L' mit Z¢< Finly, al56 ergbi Sich
Satz: Wenn f wfr in L, so auch in jeder Sprache L' mit ngmlL,.

Satz: ENDLICHKEITSSATZ FUR MODELLE (engl. COMPACTNESS THEOREM) :

I besitzt ein Modell gdw Jjede endliche Teilmenge von I

ein Modell besitzt.

Satz: ENDLICHKEITSSATZ FUR DAS FOLGERN:

Wenn IFa , SO existiert eine endliche Teilmenge E' von I

mit T'=Ea .



;énhngr}\p,]u : Der Vu}fsfimi'.jkuhsr»b jﬁf Auch {‘Ja Tf.ik-cvlllifla mit -}o]{j Kawas&rkflh&g‘rtﬂdﬂ

 analoger Begriff ohne I1 bis I4 und ohne = in den

logischen Axiomen.

Bew.: analog, nur ist die Aquivalenzklassenbildung ent-

behrlich, man nimmt variablenfreie Terme als Ele-

mente wvon UGL'selbst.

analog

. flir Aussagenlogik

e madmint] Stulgnu . Sty

Aussagenvariablen:= nullstellige Relationszeichen

r (R)

_(w
= 0: W,(R,h) = Ry = s (R) _{F
N

aussagenlogische Belegung

Formeln: mit =-,A,v,»,++ aus Aussagenvariablen gebildet.

i.a.: abzdhlbar viele Aussagenvariablen vorausgesetzt.

Vollstédndigkeitssatz mit +: A1 bis A15, Abtr (als einzige

SchlufBrecel) .

Weitere Folgerungen aus Zusatz:

Satz:

SATZ VON LOWENHEIM-SKOLEM~TARSKI

Vor.: I Dbesitzt ein unendliches Modell oder Modelle
béliebig grofer endlicher Michtigkeit (d.h. zu
jedem kelN ein Modell mit MiEchtigkeit =k).

Beh.: Zu jeder Kardinalzahl 4H2|Fm%m|5§’max(xo,l?|,lﬁi)
gibt es ein Modell €L von § mit | G4| =44 ladividuenKonst,
Dabei sei def. 10 =/Unl Mdchtiykeid oer Struktor 17

Beweis: Sprache erweitert durch Hinzunahme von i Kon-

stanten (Menge I omit $§3[=4W).
In dieser Sprache bilden wir

*

L= Zu{-c=d|c,del , c#d} .



¥
Beh.(x): ¢ 1ist wir
dazu geniigt: z.z. Jede endliche Teilmenge $' von I

ist wfr.

In ¢' liegen nur endlich viele der Ungleichungen ~c=4d.
f ‘ > i ,’.‘r

(etwa f£ilir nur k Konstanten) a7y 7 Y@ oy 5F

Gy Modell von I mit 18T % B dargve Hodell van AR %)
=> $* hat ein Modell ¢4 mit der M&chtigkeit

|GV < max (X, IFul 1/ IR :4%- 0| = . mahbidie vlid- F

e= U % e
G -
Sei \* derart: |G 1=m , da GV Mod{-c=dl...}

<
LA

E>10':|’-—" M.

Zusitzliche nullstellige Funktionen cg, weglassen:

= (M Med: , | (V=

Korollar: Vor.: lleﬂE’-l <M AN

Beh.1: Wenn I ein Modell der Michtigkeit M besitzt,
so auch eines der MiAchtigkeitmr.
(Low—-Sko-Tar abwﬁfts).

Beh.2: Wenn & ein Modell der Midchtigkeit  besitzt,
so auch eines der Michtigkeit mv.

(L&w-Sko-Tar aufwirts).

Folgerungen: Wenn 1 eine unendliche Strukur ist, so kann Gl

nicht bis auf Isomorphie charakterisiert werden
durch ein Axiomensystem im Rahmen der Prddi- é@

katenloqgik erster Stufe.

Ann.: doch, Ax.syst.l .I besitzt auch Modelle
anderer Michtigkeit (nach L3w-Sko-Tar).

z> nicht isomorph zu (& .

Eigentiimliche Folgerunqg: fiir Mengenlehre, die im Rahmen der

Pridikatenlogik erster Stufe axiomatisiert ist.

Formalisiert in einer Sprache L{(¢€) (abzihlbar) mit nur einer
Sorte von Variablen (filr Klassen) und der zweistellicen Re-

lationskonstanten ¢ als einziqe eigentliche Konstante.

Ann.: das Axiomensystem chL(e) dieser Mencenlehre sei wfr.

=> es gibt ein ahzdhlbares “Modell ¥ von L,- Mus den



mane ( X, | Fol| @) = M

Kuuf/};; - |
s (X, 1Fo | 1LL) £ moe (X, lffe,/z//:/@))
e (oG TR 1)) 2

< {7 i o o N W
Ve rwndot  wil o |Fux] £ W(l}—”lllfl)
p @ gt ohas %\ ?

) = 2l 2 o |2 F]

‘évvux()cml}'/UﬂIW) -

) [ TLiram /)(O)

P a2

¢ () VTVEL LD ) b (X P i)
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Axiomen von ZW ldst sich beweisen, dass es eine liberab-
zdhlbare Menge gibt. Dieser Satz ist auch in WU giiltiq.
d.h. es gibt in W ein Element, das eine Uberabhzihlbare
Menge ist (also ilberabzdhlbar viele Elemente besitzt).
Elemente dieser Menge miissen aber auch Elemente von it sein,
also kann diese’ Menge hdchstens abzihlbar viele Elemente
besitzen. Nur scheinbarer Widerspruch:

Der Begriff der Abz&hlbarkeit bezieht sich auf die zugrunde
gelegte Mengenlehre, wihrend sich der Beqriff der iherab-
zihlbarkeit hier auf das Modell I bezieht. Daraus folqgt,
daf die Begriffe wie Abzihlbarkeit, Uberabzihlbarkeit etc.

nicht absolut sind, sondern von der jeweils verwendeten Mengen

lehre abhingen. , i

Im folgenden betrachten wir das Axiomensystem fliir
Kérper (in L(+,~,.,O,1,%J). (OF ° : ordered fields) ¢

(endlich) ZOF“ = { x+(y+z) = (x+y)+z , ...}

OF% -

Axiomensystem fir angeordnete Korper der Charakteristik p

ZOFU{Xp}xfmG‘ xp t= l_+ T+ 1 + ... +_l = B

s
o)
der Charakteristik O:

I =13 u{ﬂxp p Primzahl} .
Beh.: Es gibt kein gleichwertiges endliches Axiomensvstem.

Satz (allg.): Wenn aeleL und o giiltig in jedem -angeerdneten

KOrper der Charakteristik 0O, so existiert Py
so daB o auch giiltig in jedem angeordneten

Korper der Charakteristik P>P, -

Bew.: Vor.: Eoka , dann gibt es eine endliche

Teilmenge L' von Zo mit ¥'Fo .,

Satz: Seien Cqre ey Polvnome mit ganzrationalen Koeffi-
zienten in den Unhestimmten u1,...,un.
Wenn das Gleichunasvstem
(*) qK(x1,...,$n) = i@ G R

keine L&sung in einem Korper der Charakteristik O be-
sitzt, so gibt es ein Dy SO daf fir jedes PP (%)
keine L&sung in einem Kdrrer der Char. o hesgitzt.



Ljwmwuly

X1 A
q = ) a "l LR
K Ayreeih =0 €rhqreerhp ] H

=
Il

B A Ak
ﬂ3x1...ﬂxk((> ) aKr*i&x11,,.xkn=o)
k=1 =m0
bez. durch entspr. Terme

i b

Definition: Ein angeordneter Kdrper (! heift archimedisch

angeordnet :<=> zu jedem erGb gibt es ein n ,
so dafl z < 1+1+1+4+.,. .+1
—

n-mal — j

Ein angeordneter Kdrper (4 , der diese Bedingung nicht er- é@

flillt, heiBt nicht-archimedisch angeordnet. (x ist gr&Rer

als jede natiirliche Zahl).
Satz: Es gibt einen nicht-archimedisch angordneten KOrper.

Bew.,: In der Sprache L(+,-,.,0,1;<) wird rekursiv fir
jede natiirliche Zahl n (bzw. das entsprechende
Korperelement n.1) ein Term n eingefiihrt durch
0=0, n+i1=n+1. Die Sprache wird durch eine neue
Individuenkonstante ¢ erweitert. Man bildet die

Menge a _

EbFu{anlne N1}, wobei un=1+1+...+1 < e

n-mal

Sei :' eine beliebige Teilmenge (endlich) von 2

Dann sei N maximal so gewidhlt mit der Eigen-

schaft a, et', falls ilberhaupt ein a_ in I' liegt
o}
(sonst n, e heliebig), und c = n0+1.

Dann ist der Kbérper () der rationalen Zahlen mit
der Zahl c als Interpretation der Konstanten c ein
Modell von ', Nach dem Endlichkeitssatz fiir

Modell besitzt £ ein Modell éi=< Ua;¥:=4+10:130 3 ¢

Wegen der Gililtigkeit von a_ in dﬁ ist n.1<«c. Also

\
Vi

ist O =<Uy,+,-,.,0,1; <7 ein nicht-archimedisch
1=

angeordneter Kdrper.



Anmerkung: dieser Satz ldBt sich auch algebraisch beweisen.

Satz: Es gibt kein ZEleL so daf

(+:“r-;011y<)'
M Mod:r gdw (b arch.angeordneter Kdrper.

-

Bew.: Gelte => z.2z.

i = Eu {anl ne i}
z

wfr , weiter wie oben (s.5.99 Modelltheorie I)

Wir haben fiir eine Klasse K von Strukturen fiir L 3 Mdglichkeiten

kennengelernt:

a. K ist charakterisierbar durch ein endliches Axiomensystem.
ZEleL(Bsp.: Klasse aller Kdrper, Ringe, etc. (endlich

vieleAxiome) ).

b. K ist nur durch ein unenaliches; nicht aber durch ein end-
liches Axiomensystem charakterisierbar (Bsp.: Klasse der
Kérper der Charakteristik 0O).

c. K ist nicht charakterisierbar durch ein Axiomensystem.
(d.h. durch ein Axiomensystem in der 1. Stufe)

(Bsp.: Klasse der archimedisch angeordenten Kdrper).

Mindestzahl-, Hbchstzahl- und Anzahlformeln

Definition: gFrt:= -og=1

n
f\ T #t (néZlHEN)

= p=v+1 v

n-1
#(r1f- coetl) = N
v=1

(z.B.: n:S:r1#T2AT1#T3AT2#T3).

(T1,...,Tn sind paarweise verschieden).

Definition: "Es gibt mindestens k Elecmente x mit (der

Eigenschaft)a ."
1-

Tl e v = oS A
: 4%1 Jxk(#( 17 ,xk)A :51
= PR
JIxa a{hﬁf falls k=

«X/x ) falls k=
¥k —s

Ixa =

r__.__.,/\_.

(¥xx=x) (jede Formel, die wahr ist).

x1,...,xL nicht 1p o

I~

wobeil



Definition:"Es gibt h&chstens k Elemente x mit o".

<k <k+1
dxa := -Ixeo
<k k
Satz: ixa Ag 3x1...§kax(a+ V’xéxK)

k=1

Definition: "Es gibt genau ein Element x mit o".

=k >k <k
dxa := dIxo A Ixa

Bei obigen Definitionen handelt es sich um relativierte

Mindestzahl-, H&chstzahl- und Anzahlformeln:

Definition: Absolute Mindestzahl-,Hbchstzahl- und Anzahl = %%-
>k
a, 3 3= 9x1...3xk%(x1,...,xk) "es gibt wenigstens
5 o, ‘ k Elemente".
b, 4 := -3 "es gibt mindestens k Elemente"
= 2k <k
c. Jd := 3 A 3d "es gibt genau k Elemente".
>k
Sdtze: (i) E 4 gdw UG¢ hat mindestens k Elemente

d.h. lUmi >k

<k
(i1) E 1 gdw ...+ hbchstens ...
. e H lU&J <k
(143) E 3 gdw see s GERAT ... ﬁ%‘
d.h. [Ugl= k

Aufzihlungsverfahren

Intuitiv geht es um ein Verfahren, mit dem man alle Sitze
der Prddikatenlogik (und anderer Theorien) gewinnen (erzeugen)

kann.
Geg.: ein Sprache L nit Bezeichnungssyvstem L = (F,®R,r)

r ‘
-héchstens abzidhlbhar 7 = {fi]ieI} , IclN.

]
iy
ol
L}
m
[
"
&y
n
S

i 5 )
hidchstens abzdhlbar Oc



= e = m(i) = r(f,
vV = {viileHQ} mi m(i) r ( 1)
n., = 1) = r(R.
3 n(j) ( J)
Vor.: I ist endlich oder I = und m ist berechenbhar .
J n n " J — i: n n " n =

Sei EgleL

"Def.": § ist entscheidbar gdw :<=> Es gibt ein Ent-
scheidungsverfahren fiir ¢ , d.h. ein Verfahren mit dem

man fir jedes aeFml feststellen (entscheiden, nach-

priifen) kann, ob acX oder oé Z

Definition: I ist rekursiv aufzidhlbar :<z> Es gibt ein be-

rechenbare Funktion mit dem Definitionsbereich

und dem Wertebereich I oder i=@.
(rekursive Kufzidhlung: £00) ,E(1) ,£(2) 4 eus)

(Mit --- unterstrichen bedeutet: Begriff noch nicht prédzisiert).
rekursiv

endlich

Definition: Eine Theorie heiBt{ } axiomatisierbar :

1<E> EX_(entscheldbares} Axiomensystem von T.
Iendliches —_—
' ol Cn{(rp)=T

Beispiel® endliches Axiomensystem: Theorie der angeordneten
kbrrer.
nicht endlich aber rekursiv: Theorie der Kdrper mit
der Charakteristik O.



Sprache L mit Bezeichnungssystem
Verfahren zur Nummerierung aller Zeichenreihen

Grundzeichen v: '=,A,V,>,«>, Vfgl(f)létvorvlfvzf"'l’f flro--rRorle---

OF
Gddelnummern ! — st g \ -
gd(v) s 1 2345 6 7 8 9 10 vy fi Ri
3i+11 3i+12 3i+13
g8 (v 9o (£ 95 (R;)
Def.: Flr Zeichenreihen £ = v ...v;_,; po=2
L, o P =13
Gddelnummer von £ : GO(E) := 'Tr P go(”l) l_
S0 By=%

( auch bezeichnet mit g7 ) "

(Pt t-te Primaakl] &

Damit: rekursive Aufzihlung aller Formeln LPASTACYACTRRR

n " "

Terme To,Tl,Tz,TB,...

geordnet nach G&delnurmmern.

Lemma: Wenn ein Axiomensystem I entscheidbar ist, so ist g

rekursiv aufzdhlbar.

zum Beweis: Aufz. aller Formeln, Entscheidungsverfahren wird

auf jede Formg¢l angewandt. Die streichen, die

nicht in ¥ ggf. Wiederholung.

Satz: Wenn T axiomatisierbar, so T rekursiv aufzihlbar. [ =
geniigt: T besitzt ein rekursiv aufzdhlbares Axiomensystem.

zum Beweis: AxL entscheidbar.

es gibt rekursive Aufzdhlung von AXﬁJZ: G rOyrees
Nur die beweisbaren Formeln erhdlt man durch:
Sei Tm_ = {t_lvsn}

n v
Formelmengen ¢n,en induktiv definiert durch:
‘T’:me:Qj

= |
— {a! @« entsteht aus Formeln von OHJ{Gn}

durch Anwendung einer SchluBregel, wobeil
nur Termg aus Tmn vaerwendet werden, und

« ¢ 6} (variablen fir Gv,Gh,Pv,Ph
(Terme flir Sb



Beh.l:

Beh.2:

und Gn+1 = Gnu{an}u¢n+1

@n,en sind endlich (induktiv iUber H) .
Ordnung méglich (586delisierung)
60'61’62' . e &

o [} o d Qs 5.

o 1 % P22t 3
- By s °3
Darin liegen genau die Sdtze von Ty Godte
\jen =T
nei
Bew.: C B c T (induktiv iber n).

2 : Sel aeT, d.h. aeCn(z); IFa’, IFa d.h. es
gibt Beweisfolge (BO;...,Br), darinsind nur

endlich viele Elemente von AXﬂJE . In den

Schluﬁreqeln nur endlich viele Terme.

m SO wihlen, daB alle Axiome in Gm und alle

Terme in Tmm liegen.

<p <
Dann Bpe em+o (O<psx)

o= Br eem+r '

UNIVERSALBEWEIS, da jedes Anfangsstiick eine
Beweisfolge und umgekehrt 138t sich durch

gtreichung von Formeln eine endliche Beweisfolge

erhalten.

Beweis gibt ein effektives Verfahren.

Wenn Lra , so 1ldBt sich das mit diesem verfahren
feststellen. o
Wenn I#a , dann liefert das Verfahren kein.Ergebnis,

das Verfahren bricht nicht ab.
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Anwendung auf die Prédikatenloqik:‘2.= o .

Satz: Die (Menge der sitze der) pridikatenlogik ist rekursiv

aufzihlbar.

ohne Beweis: Die pPridikatenlogik (d.h. cn(®)) ist nicht ent-

scheidbar.

vor.: In L ist ein Relationszeic

hen mit Stellenzahl 1r22

oder = eeses Funktionszeichen . e s rz2
oder ve.. 2zZwel " i e r=1
vorhanden.

Entscheidbare Theorien:

TR ) in L(+," ,0,1;<) (Tarski)

entsprechende Theorien( " ] s”

Theorie der abeiéchéﬁréruppen

Th(N) in L(+,0,1;<) |

Theorie der dichten off. Ordn.
der alg. abg. Korper

gegebener Char. Pp.

Menge der Sdatze der P.L. mit

prifix gegebener Bauart

Unentscheidbare Theorien

CTh(WN) - ity ? O]

| Theofie aller Gruppen

Th(Z) L(+,*)
Th(Q)



Die Theorien Th(N), Th(Z), Th(Q) sind auch nicht rekursiv

aufzdhlbar; damit nicht rekursiv axiomatisierbar. \
SATZ VON HERBRAND

Die prinexe Aussage 7T =TTXsei ein Satz der Logik (logisch

giltig) . (dh=7)

duale Guantor .

Konstruktion: =m Aq m'=e , wobei
Def.: w'das zu T duale Prifix. (Ind. def. durch T leer,
falls W leer, (¥xm)

(3xt)'

3 xT!
¥xTm' ).

I

Setze: & = {v-« c=clwvs .

Ef,if wollen wir konstruieren wie in Teil II des Vollstdndig-
keitssatzes.

Zur Wiederholung: @ 1= Mxﬁy{ que(p und T variablenfrei}

&
@3 ‘={N-X/’C»¢Ll”L=3xu€ CD}
0% = Qu by O
,2:0:: s
< Ey
Z‘KM: ZK
I A JE,
. we i
Soi={xlu e T und « quantorenfrei ]

Voraussetzung in Teil II war: In 2 wenigstens ein Existenz-
quantor oder in der betr. Sprache wenigstens eine Individuen-

konstante, sonst Z:Lf{céc} "

Behauptung 1: Zf ist ebenfalls widerspruchsvoll.

Bew.: Ann.: Zﬁ wfr (Menge von quantorenfreie Aus.)

Dann ist die wie in Teil I konstruierte Struk-
tur (} ein Modell von P
pamit auch: (L Mod E

(Bew. ind. liber die Anzahl der Quant

( wie bei Beh. (%) in Teil II.) 5.52
Damit () Mod 2, Widerspruch

5 av .



—

™~

Q

= R i_.—‘ w :’_, - —
Siehe KOUCKRSCIH LC

] ' 5 &
wv % , 2 ist Menge von quantorenfreien Aussagen. Jedes Element(:)

von 2 ' entsteht aus — & durch Termeinsetzung.

_U-U'{Z‘Cr‘ c=C
1" i u
Sei X  endliche Teilmenge von 2 mit wv .

§fl = {juil i=1,...,n} ¢x; entsteht auch aus o« durch Term-

. \ ’)
einsetzung. gﬁ

oo { R [ aan o]

[

pamit E= A7
Y. . -
) R
- Ve
;:J

Spezialfall: In T nur Existenzgquantoren. Sprache L mit wenigsqggs

~‘eine Individuenkonstante. In T' nur Allguantoren,

damit keine neue Konstante ¢

’1.
Satz: Vor.: L ist Spfache mit wenigstens einer Individuenkon-
stanten L= 3}53.. Exix,e Aus; , & quant.frei.
Beh.: |=~ gdw es gibt eine endliche Disjunktion
\/ %; € Aus; mit
(1) F Vo
(2) Jedes « enststeht aus ® durch (evtl.
mehrfache)  Termeinsetzung.
Bew.: (=) s.o. (da Spezialfall der allg. Konstruktion)
® (&) Ex;— ™  (i=1,...,n) (5,36) S

e Vey —rm

;'_‘A‘

( : Gingchlielich cker in x enthaltenen |
Geg.: 7 = Vxl...Vanycm sei{Aussaqe{(Die Variablen' paarweise

verschieden und « nicht notwendig quantorenfrei).

Man fiihrt neues Funktionszeichen f (n-stellig) ein.

YUY Uberall in o fiir y fx,...x ~ einsetzen
f
M = ¥x....¥x_ oY/ andere Bez.:
> 1 n fxl...x
| v 2
Ny «qszl....xn_mg(xl,..,xn,y)
43=Vxl...vXﬁx(xl,..,xn,foux

h
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‘kl)"(, V{,‘ V)(-. . L/,(_
( l—\g /‘{1[ _‘b\é HD‘.) . —Eff Yo e Liwmks

Lemma: (a) &k ﬂ:“* )
1
(b) Folg.: Jedes Modell @ von «| ist auch Modell von 4
(c) Jedes Modell G von ~ 1ldBt sich durch Hinzunahme

einer n-stelligen Funktion f 2u einem Modell &'

{
von 4  machen. (Expansion, Typerweiterung)

zum Beweis von (g¢):

Zu jedem ml,;..,xﬁﬁsLMv existiert ein yelg

ToeweaX Y l:{\_'“ : o .
xl _xn Brf ol : N SO N/ VIR :
1 « o o ny c‘( ',\./!;‘ [ LA, n, = W

mit h
1 nd . -
Damit (Auswahlaxiom) existiert eine n-stellige Funktion

f {iber Ugy mit:

Flir jedes Tyreees e

% o 15; . &xl...mnfxl...mn .

Def.: Sei oy préneke Aussage.

Die SKOLEM~FORMEL zu ° 4] : Mg = P

(r= Anzahl der Existenzquantoren). ' <!

" ¢ ist prdnex mit reinem Allprifix.

e

Flir Bildung der Skolem-Formel: ‘ :;' L

o .
+1...Vxn g y2...Vxn o ¥y

M= ¥x,...¥%x_ Jvy, ¥x
n; 1 ny 2 R

¥-BlScke k&nnen auch leer sein.

Bildung von 4175: Existenzquantoren mit zugeh. Variablen Y

streichen.

).

P

Fir Yo substituieren ﬁ?(xl,. -

Def.: Die HERBRAND-FORMEL & ZA 7 analog, nur daB ¥ mit 3

LH (A
vertauscht.

r .
Lemma: analog fiir "l g Statt m . Insbesondere: <] besitzt ein

Modell gdw nis besitzt ein Modell.
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Lemma: Fir jede Pr&nexe Aussage: kv adw !:nq,H.

Bew.: E4 gdw —m  hatKein Modell.

L] " n

Se.’az, T gdw T'awx
N : /ﬁgdw (TTI"‘|N ')S " n 11}
‘;.;T,,fz‘” A gdw ...h.QH:/_‘ qﬁa:jt-‘.“ " 1]
gdw h~1H

Ty ist prédnex mit reinem Existenzprifix.

Satz: SATZ VON HERBRAND (1. Form): ...
g C da LSuje” '

Vor.: L Sprache~mit wenigstens einer Individuenkonstanten.
AT ,
M € Rus; prénex. L ist eine Erweilervag mit - @
Ny € Busp , die wenigdens cne Individvenkonsknke enthdlt; 7] =&

= & quawnteienfrei

Beh.: E v gdw Es gibt eine endliche Disjunktion
= T & >y £ " i :
q“ T X - é{ g Au5£ mit
(1) E Vi
1= A "" A
(2) Jedes o5 ensteht aus o durch
" (evtl. mehrfache) Einsetzung von

A
Vanellenf. Termen von L.

Fir Bildung der Herbrand-Formel:

= 3 3 =
qxl...jxn Vyl Xy pyree 32X Vyz... an Vyra¢

1 1 2 r
Beispiel: 1. A = UxVyRxy —* ¥y3IxRxy (=3

Aq ¥x3IyRxy V¥V VYuZvRvu

prénexe NF: % = ¥xYuiyav(3Rxy v Rvu)

| Ho Iydv (\—!R)a_y v Rvb) 2 .-
D(O(F_Q %, G = [Rab vRak]
2. F PavPb — 3xPx 1Bnicd: £hin's
o 02 .. A Lede s
“o= 3x("ParPb vPx) =+ i 0¥

= [ ("Pan-Pb)vPal v L[ (9Pa aaPb)v Pb
Aq ~(pa v Pb) v(Pav Pb)



@ - Vxl...Vanym(xl,...,xn,y)

C) : Vxl...Vxncd(xl,...,xn,fxl...xn)

(3) hat Modell gdw (b hat Modell.

Jedes Modell wvon G@ kann man durch Hinzunahme einer

neuen Funktion expandieren zu einem Modell von {) .

Beispiel: Bildung von Skolem-Formel
'3
"/L—_- VXEYEJZV IW ¢ (X,y,Z,u;V.W)

M= ¥x¥u¥ves (x,fx,gx,u,v,hxuv)

e setin oln vor (1 2 3.
- - * Ay b
! -

aulisigiiees  Funxdveizodidn (kaartone) N vr x leer
" 1ist logisch gliltig gdw My logisch gqiiltig.

™ hat Modell gdw ﬂzs hat Model} "
GelSP- 3 * ; i » .

= 3x¥yRxy -~ ¥yIxRxy -~ (=@ )
Rq ¥X3Iy " Rxy v YuivRvu .

eine prédnexe Normalform
2> M= ¥x3iy¥uIv[1Rxy v Rvu]

‘7H= Iy3v( 7 Ray VRvfy)

e e —

& {ogs =2t §uing

4 ——

| E1Raav Rafaj v |[wRafa vRaffa]
. e e e & M et e N

= A
1

s

AV, Yy
A (23 ; D(l-‘:)C o T



Reduktion auf die Priddikatenlogik ohne Identitédt

Sei S € Fml_, E zweistelliges Relationszeichen, das nicht zu L

Ll’
gehért, LE entstehe durch Hinzunahme von E.
lei := Menge der Formeln von LE ohne Gleichheitszeichen.

Flir & € leL sei B die Formel, die aus & entsteht, indem
jede Primformel der Form ¢=T ersetzt wird durch die

Primformel Egr v

Efﬂ: {MEIQZEZ}
Die "Identitdtssdtze fir E": . . - @%
E ¢ .l[ rooTE ;
EqL = LEXXJ U &J)EXPXE—ﬁ Efxl...xr(f)fyl...yr(f),fez@i
TR . — e™® U
U RO EXY, e RXp Xy Ryl...yr(R)[ R {E7}

E-‘A

Fiir jedes Funktions- und Relationszeichen nur ein Axiom. =che e

Abzdhlbar viele Variable V = -{vi\ ieNT
¥ = Vor %= Ve ¥oT Voo

Satz: 2 besitzt ein Modell gdw: Eqi UZE ein Modell besitzt.

V- - . : ;‘

Bew.: (=) Sei GMod 2. . & werde durch Hinzunahme der Rel.
EGQ = idﬁ» ( die Rel. {iiber Ugs, mit Ecbxy gdw @%
x=y ) idetifieziert.

(—) sei GiMod(Eqtuz®) E=&..
1. &
Beh. (1) : ist Aquivalenzrelation
@) (R) & xx

N

(7) 8y Eay , 80 E y
(r) £2y und £ yz, so € xz

(2): Wenn & z.y, (#=1,...,xr(f)), so
g
R SRR TSR SRRRE YT
(3): Wenn veveene r(R)), und
RAELTp(ryr 5O R¥yp--¥r(m)



Def.: Die "Faktorstruktur" @?Q: : Die Struktur @?’ mit

» Aquivalgni kiasTe
UC"','= {E[ xfu&V3 Fe= {yi gxy}
5% Tp () =T a0ty g
By 5T g gadw Ryy e ooy p

(def. unabhidngig von der Wahl der Reprdsentanten).

Def.: Belegungen h iiber (tund h' iiber & heiBen
korrespondierend : <& - fiir jedes xeV ist h'(x)=h(x).

Beh. (4) : Fir jedes TfeTmL, fir jedes Paar korrespondierender
Belegungen h,h': _
w.(v/h') = w, (T,h)

(Bew. induktiv ﬁbéi den Termaufbau)

Beh. (5) : Filir jedes ¢ leL’ fiir jedes Paar korrespondierender
Belegungen h, h':
E
wgy,(oa,h ') = W{Sﬁ((oa,h)

(Bew. induktiv iiber den Formelaufbau):

Primformeln: «= Q=g
CLE = E¢vT

¥ = RT < e

loow r(R) =L

I PATIE Pl P o (klar)
fiir Quantoren: Wenn h,h' korrespondieren,

x o
so auch h_ ,h!
x'"'x

MaX... = max «...

xeld, & xecl

-

@
9

(min analog)

damit: (v Mod 2. , d.h. [5..&
: ) ¥ E

fiir jedes «e 2 (da = «7)

Ve

€ "

g.e.d.
Anmerkung: ¥: U, — U . mit P(z) = x , ist ein (Uberstarker)
3. .

Homomorphismus.



Bezeichnung filir Sprachen:

L (2) = die Sprache mlt den in 2 vorkommenden
Funktlons— und Relationszeichen ! Z frither).

L (4«})

L (oc):
Satz: D, besitzt ein Modell gdw EqikJZTE besitzt Modell.

#ch

~F

Folgerung: k « gdw

EqL éu»,
gdw
"Identltatsfreie Reduzierte vono ",

1) - Bew.: (0.B.d.A.) &« Aussage (Generalisierte)
~E% gdw {7=)  hat kein Modell
E E .
gdw E.qL(y.)U {-104_ j] e

E E
gdw ' BOY (o) Eoot

%/
endliche Menge

. E

i ey E .

E B
gdw k eq,, ™ «

Do B A

~ E
¢ BBy o)

E

(Konjunktion der Generalisierten der

Elemente von Eq).

“~
-
X
i
X
>
“

A\
Py
2
<
>
¥
5



(Reduktion auf) Aussagenlogik

Sei L bel. Sprache in der 1.Stufe.

Def.

.

: < ol
Sei [ Fml, , € Fml, .

~ ist aussagenlogisch aufgebaut aus [ :¢=3 & entsteht

aus Elementen von " durch Anwendung der aussagenlogischen
Operationen (ﬂ,A,V,ﬂvk’) (endlich oft).

@ ist eine Formel der Aussagenlogik :¢=3 ist aus-

sagenlogisch aufgebaut aus einer Menge von nullstelligen

Relationszeichen ("Aussagenvariablen" A,B,C,...) -

Sei ¢4 sStruktur fiir L. Ob dann Eu® ist, hdngt nur davon ab,
welche nullstelligen Relationen den Aussagenvariablen zugeord-

net sind (Tr&dgermenge unwichtig).

= ,,s,) + s5R) =
' sm(f) = F
_ _ W _JW
Ac;— s%(A) = {F gdw w&jA,h) ”{F-

Def.: Sei « ¢ leL.

Def.:

Def . :

® ist aussagenlogisch einfach :{=> o ist eine Prim-

formel oder « beginnt mit einem Quantor.

(d.h. & ist nicht von der Form - ,xf, das wére
A4

"aussagenlogisch zusammengesetzt"). e

Sei TU eine Menge von aussagenlogisch einfachen Formeln
von L.

. " , T I i
s ist eine aussagenlogische Belegung von 1L =) s: Tf“*1w,Fi.

Seien Tf,s wie oben. Fiir aus Il aussagenlogisch aufge-
bauten Formeln o wird (induktiv) definiert: Der Wahrheits-
wert von o4 bei der aussagenlogischen Belegung s:

W(x,s) durch:
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W(x,s) = s(«),
W(-x,s) = non(W(x,s)),
WeaB,s) = et(W(x,s),(G,s))
i vel
S ge
Def.: s erflillt « (aussagenlogisch): s Erfec 2> W(x,s) = W.

"Koinzidenztheorem": Das hdngt nur ab von den Werten von § fiir

Def, :

Def, :

Def.:

Satz:

die aussagenlogisch einfachen Bestandteilen

von &

™ ist aussagenlogisch qiiltig: FXK2>  Es ist s Erf«

fiir jede aussagenlogische Belegung s (der Menge der aus-

sagenlog. einfachen Bestandteile von « ).

Sei 2 eine Menge von Formeln, die aussagenlogische
aufgebaut sind aus 1 (T, s wie oben) .

s ist ein aussagenlogisches Modell von S : <z

s erfilillt jedes Element von 5 .

& 1ist eine aussagenlogische Folgerung aus =2 :
Z:%Pu :<=> Jedes aussagenlogische Modell von 2 erfﬁllé@

auch & .

Dann ist th gdw Qhﬁx .

Die aussagenlogische Gililtigkeit ist entscheidbar, m.a.W.:
es gibt ein Verfahren, mit dem man von jeder Fornmel
nachpriifen kann, ob sie aussagenlogisch giiltig ist.

(Flir Sprachen mit Bezeichnungssystem) .

Bew.: (Verfahren) & geg.; Menge 11U der aussagenlogisch
einfachen Bestandteile von & ermitteln. TC endlich,
etwa ITl = n | simtliche 27 aussagenlogische Be-
legungen s von T durchprobieren. Wahrheitswert

W({x,s) ausrechnen.



Aussagenlogischer Reduktionssatz:

Vor.: 1L ist eine Menge von Primformeln von L ohne Gleich-

heitszeichen. s ist eine aussagenlog. Belegung vonTl .

Beh.: Es gibt eine Struktur CV fiir L und eine Belegung h
iiber G , so dap fiir jedes el :

(%) W&Ju,h) = s{x).
Bew. : UGL:=‘TmL.

hix) = %
i fﬁ-.T1"'Tr(f) = ff’l"'q’-r(f)

Lemma a) w (v,h) = T (Bew. ind. iliber T ).
b) Folg.: Verschiedene Terme haben versch.

Werte.

Rsv== Die Relation mit
RoF1---Fr (r) ! Ty (R}’
nicht i ee.., falls s ... "' )y = F

falls s(R?1..

beliebig , falls Rtﬁ...T;(R)¢ iL.

o (W gdw Ry W (T rh) oow (T, (R),h)
WW(RTH"'Lr(R)’h) =
i’ F gdw nicht ...
Zusatz: Statt (%) gilt dann sogar fiir jede aus C
aussagenlogisch aufgebaute Formel o :
W {%,h) = W(x,s)
7 G-
e e B N
Satz: Vor.: o ist eine quantorenfreie Formel ohne Gleichheits-
zeichen.,
Beh.: o ist logisch giiltiqg. gdw o ist aussagenlogisch
giiltiqg.
Bew.: Sei 1L die Menge der aussagenlogisch einfachen

Bestandteilen von «

(~) s beliebig; Ol ,h nach Satz.

(«-) CL,h beliebig; s definieren durch (¥).

Folgerung: Fiir solche Formeln ist die logische Gliltigkeit ent-

scheidbar.



Sei m € Aus

L
Herbrandschen Satz anwenden auf eq%—-v’QE

L.—V.___.\—'—r-—'

WEE e Prédnexe N.F.

in Ty nur Allguantoren, Variablen disjunkt. (sonst  Umke

W Z henh vy

—

E A
(’Q)H = TTHo<

nur Existenzquantoren.

prédnexe Normalform zu eq% ——>ﬂF p

L, B E "y
Vﬁeqn le ,Ttﬂevna

ﬁr=TTW£(ﬁ £ve) >-da %%

e, — p— A
- . - '

Herbrand-Formel: WIH HHklE ("Eve ).
. E E ;
]-_-Jn' gdw F —eqr.l"_“ 'fL P11 )

gdw hﬁlH

n
gdw. = V (& v u;) fir eine geeig-

I=A

“—v~:“wF"“:—’ nete Disjunktion.
g V& v Vo
VA

— T 3 o . o Sl L
. n
LG AN IRV |
24 w = /
g Eq A e .- Termeinsetzung
M= 16 !451'5h} ' A& ““"‘:\/0«\

Ir sA .
! : vorn und hinten un-

. " abhdngig voneinanﬁgt.
gdw Ee /\54—* Ve,

-

Satz von Herbrand (2.Form):

Vor.: L Sprache in der 1. Stufe, E zweistelliges-Rela-

‘tionszeichen (neu)- fq_EAusL prinex. )
,IQH =TT
L Erwelterung von L mit ’QH £ AUSﬁ.

In L wenigstens eine Individuenkonstante...

(E-wieder ersetzen dureh-<) S~

Beh. : F'i gdw

Es gibt eine endliche Disjunktion
i
N/&} € AusE mit

oA
A
(1) Jedes &, enststeht aus & durch

A
Einsetzungen von;Termen von L und
N

- [ | \
gl
\ 2 bl nden-




TR

n
(2) &iﬁgist eine aussagenlogische
Eolgerung aus einer Menge M , wobei
(a) M leer, falls = nicht in "
vorkommt , _
(b) T ist eine Menge von Formeln,
die aus Identitdtssidtzen fiir =
durch Einsetzung von Termen

A
von L entstehen.

Zusatz: Vorausgesetzte Individuenkonstante

ist auch entbehriich, wenn statt-

dessen eine Variable genommen wird.

(Fir aussagenlogische Belegung gleich~:'

wértig).

T T R T T T AT

Verfahren zur Féststellunq der logischen Giiltigkeit:

(nicht nur Nachpriifung)

Falls k«

r 80 liefert das Verfahren die Antwort "jJa" und

einen formalen Beweis. Falls nicht & r so liefert das Ver-
fahren i.allg. keine Antwort (d.h., es bricht nicht ab).

Sprache mit Bezeichnungssystem.

|
=

1s
2
3
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Generalisierte
prdnexe Normalform

Herbrand-Formel

rekursive Aufzdhlung aller Terme der betreffenden Sprache ﬁ

(variablenfrei, falls eine Individuenkonstante wvorhanden;

sonst eine Variable dazu).

M&gliche
Falls =
mégliche

Jedesmal

Verbesserung:

in ok ;

nachpriifen,

Disjunktionsglieder &} aufzihlen.

Konjunktionsglieder & aufzihlen.

m i
e A& = Vi
P oea ! V24
n

Zu gegebener Disjunktion ‘V'&; nur eine
1z 4
feste Konjunktion (bzw. feste Menge . statt ")

betrachten.
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.' _ 2 :\J
v : Xe 2, — fx1"'xr(f) = fy1...yr(f), f-%}
V1 ! xfzy?-ﬁ>~Rx ceeX P Reﬁi}

1 (R) = RYq:« Y (g)

Sei [, die Menge der Termeinsetzungsbeispiele von Identitdts-
n

sdtzen, in denen Terme aus V &« eingesetzt sind (auch Teil-
X =4
terme von Termen).

n

Beh.: Wenn [' beliebig wie im Herbrandschen Satz (d.h. [ E Ve, )
) 1=4
so auch NLe Ve, .

Bew.: Sei s aussagenlogiséhes Modell von f} , 0.B.4d.A.
nur definiert fiir Primformeln, die in [, auftreten.
n
(Damit insbesondere fiir die in .y%ﬁ ). ‘ é@

z.z.: S 1ldBt sich erweitern zu einem Modell von M.

Anwendung des Verfahrens auf endlich axiomatisierbare Theoreien:

{oc{, ,cxn}

A ...f\’u’;—vu

T=¢n(2), &£ endlich, 2 =
xeT, d:h. Sk« gdw \—oe’:
...
Def.: Seien L1’L2 Teilsprachen von L.
L1rﬂ L2 := Die Sprache aus den Funktions- und Relations-

zeichen, die in L1 und in L2 vorkommen.

L1\J L2 := Die Sprache aus den Funktions- und Relations- %%

2 vorkommen.

zeichen, die in L, oder in L

Interpoclationssatz (Craiqg):

Wenn £ &x—=@3 , so gibt es ein g' mit Fo—>[ und X“#ﬁ

1€ pruit und § € leL () A L (6)

d.h. 5‘ enthdlt nur Funktions-
und Relationszeichen, die sowohl

in o als auch in (3 vorkommen.
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gleichwertig: Wenn k-avf, so ex. ein y mit E-xvy und E72v[3

(symm. Form) :
Wenn Exvl? , so ex. ein ¥ mit Eavy und ERVTY

Vor.(T1): T ist eine Formel aus leL(u)flL(G) it =T
(z.B. T = x=x).
L= =T (oder L Ag =T , L aus derselben

Sprache) .

Zusatz: Interpolationssatz gilt auch fiir die Aussagenlogik und
die Priddikatenlogik ohne Identitidt, falls ein T mit

(T1) existiert. -

Andere Mdglichkeit: (T,): Te Fml mit =T, L beliebig mit
L, 2 .L(cx)ﬁ L(3).
XEleL zulassen.

Beweis flir die Aussagenlogik:

(durch Induktion iiber die Anzahl k derjenigen Aussagenvariablen,

die in =« , aber nicht in £ vorkommen).

k=0: ¥ =of leistet das Verlangte.

k~k+1 : Sei diese Anzahl k+1 und gelte der Satz fir Formeln
mit der Anzahl k.
Sei A eine der Aussagenvariablen, die in % , aber
nicht in @  vorkommen.

&, entstehe aus & durch Ersetzung von A durch T .

o< 5 i " " W, .n n n " _L
Dann ist l=PO~’4'*:‘3 \Fp Q‘Q—'@
Damit #‘NT v X 2~+{3 . Hierzu Anzahl k.

a'“ nach Ind.vor.: FFOK,'\/(XZ““{ r = A-’—-vﬁ
=

Lo / ,
t—lo\\"“‘Of,] VC\2

}:P X —* J‘ (KettenschluB)




Lemma : Vor.: ¢ ist Individuenkonstante, die nicht in

vorkommt (i.a. X € Fr(«), weitere freie Variablen

erlaubt).
Beh.: EFE® gdw = °<x/c .

(friher: ¥ gdw E ¥xx).

Bew.: genligt Kontraposition. Ex Cf h: Wm(m,h) =T
gdw Ex o',h': W,(x"/c,h') = F.

CC‘L

stimmung.

' = whgc,h') = h(x) setzen, sonst liberein-

Beweis filir Prddikatenlogik ohne Identitdt (symmetrische Form)

Geniigt fiir: 1. &, Aussagen (sonst freie Variablen ersetzen
durch neue Konstanten. In ¢y diese wieder er-
setzen durch die alten Variablen). Dann ist g

auch Aussage.

2., 'prinex mit reinem Existenzprifix. Ubergang
zZu dI{'G H‘mit verschiedenen neuen Funktions-
zeichen ¢ L(x)V L(R)

= i ",_- . i
= ¢ uH. (3-#/?H, somit l=D<HVGH.

Y € Aus _
g L(mH)f\ L(@H} = AUSL(O()HL(;G)

&H Vo giltig in jeder Struktur fiir L(WH).

® Vv ¥ glltig in jeder Struktur (b fir L(x).
\_f—"

kann expandiert werden
zu Struktur filr L(mH).
analog: & Qv '

Bew. von 2: Sei EkExv ,
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1 ¥
Forts. Beweis: Herbrand: F ¢ v wobei o =VJ,, ﬁ':}/g
J
oo vp! !
\ A A
S‘aus=§} durch Termeinsetzung in L(x)w L(fR)
£ ausé

Reduktion fiir die Aussagenlogik liefert

X € AUSL(NIVW L(ﬁf)

& :
Y ist von der Form ‘P(§1,...,§l), wobei
Q(z1,...,zl) ohne Funktionszeichen, mit

Relationeszeichen nur aus L{x) N L(2).

Creeed8y € TR0 2ay )

induktiv definiert {iber p:
quantorenfreie Formeln

%5(21,...,2 ) € leA(y) 2 @)

endliche Folcen von Termen
P ]
§1""'§1 € TmL(ol)ﬂ L(%)

so daB (%) : 1,,, 51 =

p=1: ?1= ? . A; §h
P~ pP+1: i wdhlen, so daB §{ ein Term
mit maximaler L&nge, der mit
einem Funktionszeichen £ von
L(x)n L{(3) beginnt, falls vor-
handen.
O.B.d.A. i“—"lp

Sei gj; £6,... ¢ . (r=r(£))

l?+1:: lp+r—1

Fort1(ZqreerZ10pp1) =

L«?D(ZT,.. l _1,le "'zlP+r-1

c-‘_i»“ P*" _ P %P : =
re §1 =(§ jous L P g R

Dann gilt (%).



