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1 Vorwort

0
In diesem Artikel soll gezeigt werden:

Wenn die Goldbachsche Vermutung (abgekiirzt GC) unabhéngig vom
Peanoschen Axiomensystem PA wiére, dann kann man zeigen, daf§i GC
im Standardmodell 91 von PA wahr ist.

Auf math.stackexhange.com |hierklicken

https://math.stackexchange.com/questions/1055381/
goldbachs-conjecture-cant-be-proved-to-be-undecidable/1082723#1082723

wird ein Beweis geliefert, der Argumente aus der Modelltheorie verwendet.

Da diese Argumente sich nicht auf explizit benannte Satze der Modelltheorie beziehen,
und sich somit dem Autor dieses Artikels nicht erschliessen, wird ein Beweis geliefert,
der ohne Sétze aus der Modelltheorie auskommt.

2) Dieser Artikel verwendet folgende Quellen:
Die Formalisierung des Peanoschen Axiomensystems:
"Komplexitatstheorie”von W.J. Paul Teubner Studienbiicher Informatik.

Die Beweisidee (ohne Sétze der Modelltheorie zu verwenden) :
"Mathematische Logik”von Martin Ziegler Birkhduser Verlag

Die Grundlagen der Pradikatenlogik:
Einfiihrung in die mathematische Logik”von Ebbinhaus, Flum, Thomas
Spektrum Akademischer Verlag.

3) Voraussetzungen, um den Artikel verstehen zu koénnen:
Grundlagen der Pradikatenlogik.

4) Der Beweis beruht hauptsichlich auf dem Hauptsatz und den dann nachfolgenden Seiten.
Die meisten Sustitutionslemmata sind intuitiv klar. Einige werden fiir den Beweis gar nicht bernétigt.


https://math.stackexchange.com/questions/1055381/goldbachs-conjecture-cant-be-proved-to-be-undecidable/1082723#1082723 

2 Pradikatenlogik 1. Stufe (kurze Zusammenfassung)

2.1 Definitionen

V :={vg, v1,...} : Variablenmenge der Sprache erster Stufe
> : Menge von Formeln

A : Tragermenge

21 . S-Struktur

h: V. — A eine Belegung in der Struktur 2

J = (A, h) : Interpretation.

Dann wird definiert:

Eine S-Struktur 2 ist ein Paar 20 = (A,a), fiir die gilt:

A ist eine nichtleere Menge , die sogenannte Trigermenge von 2,

a ist eine auf S definierte Abbildung. Fiir sie gilt:

Fiir jedes n-stellige Relationssymbol R aus S ist a(R) eine n-stellige Relation {iber A.
Fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f aus S ist a(R) eine n-stellige Funktion tiber A.
Fiir jedes Kontante ¢ aus S ist a(c) ein Element aus A.

Statt a(R), a(f), a(c) schreibt man auch: R¥

2.1.1 Definitionen Ebbinghaus

1) a)

(2L, h) ist Modell von ¢ ((2(,h) = ¢) : <= (2, h) erfiillt ¢

(A, h) ist Modell von X ((2(,h) E X) : <= fiir alle 0 € ¥ gilt: (A,h) Eo

b) Falls in ¢ keine freien Variablen vorkommen, wird auf die Erwéhnung einer Belegung verzichtet und man
sagt dann, dass A ein Modell von ¢ ist und schreibt:

Ak

Fiir eine Menge ¥ von Formeln (die alle keine freien Variablen haben), schreibt man dann:

AL ¥

2)
A = plh(vo), ... h(vn—1)] : <= frei(e) C {vo,...,vp—1} und (A, h) = ¢

3)
Y = ¢ (aus X folgt @) : <—
Jedes Modell von ¥ ist auch Modell von ¢

4) Simultane Substitution (intuitiv, informal)

Wenn man in der Formel ¢ die freien Variablen xg, ..., z,, durch die
Terme tg, ..., t, ersetzt, wird das wie folgt notiert: @i%atvrr

Wenn eine Variablen nicht frei vorkommt, wird sie nicht ersetzt.

Bei der Substitution darf keine Variablenkonfusion entstehen:

(Ebbinghaus 148t das zwar zu, hier wird es aber nicht gebraucht. Deswegen wird dieser Fall hier nicht zuge-
lassen).

p: —(z=0)—Jylyxz=1)
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Wenn man jetzt x durch den Term 1-y ersetzen wiirde, wiirde folgende Formel entstehen:
“(1-y=0)—=3((A-y)xz=1)

Dadurch wird das y in 1-y durch 3 in ¢ gebunden.

Deshalb ist diese Substitution nicht erlaubt.

2.1.1.1 Simultane Substitution formal definiert

Die folgenden Buchstaben werden wie folgt verwendet:

xg,T1,... . Variablen
t,to,t1,... : Terme
$,80,81,... . Terme

¢ : Konstante

f : Funktionssymbol

R : Relationssymbol

p, 1 : Formeln

Die eckigen Klammern [ und | dienen der besseren Lesbarkeit.

Durch die Angabe folgender Regeln wird die Substitution induktiv definiert.
1)

x;%tgr =x,fallsz & {960---$Cr}

to...tr

ng...:}cT

=t; , falls z = x;

to,y...,t R to t to t
[fso"'ST]CEO’,...’,xTT . fsox()’, 775’?1“ Txo,, ’,ér

— to,.tr . to,.-tr  — 0 tr
[S - t]mo,..j,x,« '_Szo, Ty txg’, 7,xr
5)
Rtosull s, =Routy sty
6)

[—li ot =l

7)
{(p/\dj]tor--,tr ::¢t07---,t7- A htosr-str

LOyeey Ty TOyeens T TOyees Ty

Die restlichen Junktoren: analog

8)

Voraussetzungen:

{xf, ...,z } sind die freien Variablen von 3z, die in {xo, ..., 2, } vorkommen. AuBerdem darf die Variable
x nicht in den Termen ¢y, ..., t7, auftreten. Dann wird definiert:

Lfpomeoty
Bt = Axfpa)) 3k ]
Falls es keine freien Variablen in dz¢p gibt, gilt: [Elxcp]fvoo’;;;jigr = dzp

Analoges gilt fiir den Allquantor.
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9) Weitere Definitionen zur Substitution:

a

)
Eine Substitutionsfolge (kurz: Folge) ist entweder eine bijektive Abbildung:
L: {0,...,n} = {x0,..., 2} (mit n> 0)
und wird durch L=(zy, ..., z,) abgekiirzt oder eine Abbildung
L: {} - {}
und wird durch L=() abgekiirzt. Diese wird auch mit e bezeichnet.
Die Klammern einer Folge kann man auch weglassen und sagt dann dazu Wort.

Bemerkungen:

Aus der Definition einer Substitutionsfolge folgt, dass sie aus lauter voneinander
verschiedenen Folgengliedern besteht und dass fiir das Bild Bild(L) der Abbildung L gilt:
B((zoy...,xn)) = {z0, ..., Tn}

und fiir die Anzahl der Elemente der Definitionsmenge D(L) bzw. der Bildmenge Bild(L) gilt:
| D(L) | = | Bild(L) |

b)
Die Umkehrabbildung L~! gibt zu jedem Element der Substitutionsfolge den Index an, also:
L_l(xi) =1

)
s ist eine Abbildung, die jeder Variable der Variablenmenge V einen Term zuordnet.
Sie wird Substitutionsbelegung genannt.

s induziert die Liste s(x1, ..., x,) := (s(x1 , ..., s(x,) ) und

s induziert die Menge s({z1,...,xn}) := {s(x1), ..., s(xn)}

Dann kann man eine Substitution auch wie folgt definieren:
Fiir alle Substututionsfolgen L und alle Substitutionsbelegungen s und alle Formeln ¢ wird eine Substitution
wie folgt bezeichnet:
Falls L# e: [@]SL(L)

Falls L=e: [@}E(L) =

d) Konkatenation von Substitutionsfolgen
Es sei L=(ly,...,l,) und F=(f1, ..., fin). Dann ist:

L+F = (ll, Y e ST fm)
die Konkatenation (Verkettung) der Substitutionsfolgen L und F.

e) Definition einer speziellen Folge < ... >

Mit der folgenden Definition kann man 8) auch anders formalisieren:

M # () sei Teilmenge der Bildmenge einer Liste L (Substitutionsfolge), also: M C Bild(L)

Dann induziert L die Liste {my, ..., m} von M mit:

L_l(mo) < L_l(ml) < ... < L_l(mk)

wobei {my, ..., my } abgekiirzt wird durch < L, M > bzw. nur durch < M > wenn L im Kontext klar ist.
Wenn M=(), dann < L, M >:=¢ (leere Folge)

Anschaulich bedeutet dies:

Die Menge M wird in der Reihenfolge des Auftretens ihrer Elemente in L (vom Anfang vonL beginnend)
angeordnet. Die Ordnung von L wird also auf M iibertragen.

Beispiel:
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L=(3,2,7,1,8) und M={1,7,3} M induziert die Liste:
M = (3,7,1) = <1,7,3,L>

Damit folgt dann:
s(L s(<B(L)Nfrei(3zp),L>
B.%'(,D]L( : = 3%[()0] <(B(L()ﬂ)frei(3(ascp)<fl)/> :

Bemerkung:

Anschaulich wird die Menge B(L) N frei(T) durch L durchnummeriert und gibt dann die
Substitutionsfolge: <B(L) N frei(T)>
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2.1.2 Definitionen Schwabhduser

1)
A | ¢ (¢ ist in A giiltig) : <= fiir alle Belegungen h gilt: (A, h) = ¢

2)

Der Begriff “Modell “wird bei Schwabh&user anders definiert als bei Ebbinghaus.

Hier wird deshalb die Bezeichnung S-Modell fiir das Schwabh&usersche Modell verwendet.
Statt = wird die Bezeichnung | = benutzt.

AlEX: < firallece X gilt: A| o

3) Der Folgerungsbegriff von Schwabhéuser unterscheidet sich ebenfalls von Ebbinghaus.

Deswegen wird der Folgerungsbegriff von Schwabh&user hier mit | = bezeichnet.

Beziiglich Formeln ohne freie Variablen sind die unterschiedlichen Folgerungsbegriffe aber dquivalent (siehe
unten).

Y| E ¢ (aus X folgt @) : <=
p ist giiltig in jedem S-Modell von X.

4) Definition Beweisbarkeit

Yhro (kurz: ¥ F ) 1 =

Es gibt eine endliche Folge (”"YX-Beweisfolge”)¢1 , ..., ¢ von Formeln (von L) so dal ¢ = ¢ und fiir jedes i
mit 1 <1i <i k gilt: ¢; ist ein logisches Axiom oder ein Elment von ¥ oder ¢; entsteht aus fritheren Gliedern
der Folge durch Anwendung einer Schlufiregel.

Falls ¥ = (), schreibt man: Fy ¢ oder kurz F ¢ )

2.2 Unterschiede

Ebbinghaus verwendet fiir die Beweisbarkeit den Sequenzkalkiil. Dieser wird in dieser Ausarbeitung nicht
verwendet, sondern der Beweisbarkeitsbegriff von Schwabhéauser.

Auflerdem haben Ebbinghaus und Schwabhéuser auch jeweils andere, nicht dquivalente Definitionen fiir den
Modell- und den Folgerungsbegriffe. Das hat verschiedene Konsequenzen:

Schwabh&user :
Fiir jede Formel ¢, fiir jede Variable x und jede Formelmenge ¥ gilt:
YEp<—= X EVrp

Ebbinghaus:
YEp#= X EVrp

Es gilt aber:
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2.2.1 Zusammenhang Ebbinghaus - Schwabhauser
DYX¥EFe=2X[F¢

2) Fir alle Fomeln ¢ ohne freie Variablen gilt:
Ak p—=AlEy

Bewets. ...

0

Es seien alle o aus ¥ in einer beliebigen Struktur 2 giiltig. (*)
Zeige: @ ist in 2 giiltig.

geniigt: (A, h) | ¢ fir alle h.

Nehme ein beliebiges aber festes h’

Fiir dieses h’ gilt nach (¥): Fiir alle alle ¢ aus X ist (2,h') = o
Mit der Voraussetzung ¥ |= ¢ folgt dann: (20, h) = ¢

2)

a)
A = ¢ <= in p gibt es keine freien Variablen und fiir alle Belegungen h gilt: (A, h) = ¢
Dies gilt aber nach dem Koinzidenzlemma.

b)

2A| = ¢ < Fir alle Belegungen h gilt: (2, h) = ¢ O
2.2.2 Beispiel

Y =0,

1 = Standardstruktur der natiirlichen Zahlen,
GMx :gdw x ist gerade

Dann gilt:

E Gx &= Vz Gz

Beweis:

Wihle z.B: h(x)=10

Dann gilt:

(M, k) | Gz <= G™h(x) <= 10 gerade <= wahr
aber:

(M, h) | Vo Gr <= (M, h$)Gx fir alle a € N <=
G"a <= alle a € N sind gerade <= falsch

Falls keine freien Variablen in Formeln vorkommen, haben die unterschiedliche Definitionen (Schwabhéuser
/ Ebbinghaus) keine Auswirkungen. Siehe folgendes Lemma:

10
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2.2.3 Lemma

Wenn alle Formeln aus ¥ und die Formel ¢ keine freien Variablen enthalten, dann gilt:
ShpesT| by

Bewets. ...

7’:>7’

Es seien alle o aus ¥ in einer beliebigen Struktur 2 giiltig. (*)
Zeige: @ ist in 2 giiltig.

geniigt: (U, h) = ¢ fir alle h.

Nehme ein beliebiges aber festes h*

Fiir dieses h* gilt nach (*): Fur alle alle o aus ¥ ist (2, %) = o
Mit der Voraussetzung ¥ |= ¢ folgt dann: (2, h*) = ¢

»
Es sei fiir alle alle o aus X in einer beliebigen Struktur fiir ein beliebiges aber festes h :
@.h) o

Da alle o aus X keine freien Variablen enthalten, sind alle o aus ¥ in 2 giiltig.

Mit der Voraussetzung ¥ | = ¢folgt dann: ¢ ist giiltig in (2

Also gilt speziell fir das h: (A, h) = ¢

2.2.4 Definition NNF

Eine Formel F ist in Negationsnormalform (NNF) genau dann, wenn

jedes Negationszeichen — in F unmittelbar vor einer Primformel steht und F

die Junktoren — und <> nicht enthélt.

Enthélt F dazu noch keine Variablen, ist sie in variablenfreier Negationsnormalform (VNNF).

11



2 Prédikatenlogik 1. Stufe (kurze Zusammenfassung)

2.3 Axiome und Schlussregeln

2.3.1 Aussagenlogische Axiome

Voraussetzung: A, B, C seien Formeln

Axiom Al (Schema der Préamissenbelastung):

A— (B—A)

Axiom A2 (Prémisenverschmenlzung):
(A= (A—-B)) = (A—DB)

Axiom A3 (Kettenschluf}):
(A—-B)—»((B—-C)—(A—=0Q)

Axiom A4 (Kontraposition):
(A—-B)—> (-B—=>-A)

Axiom A5:
A—-—-—-A

Axiom A6:
-—A—=A

Axiom AT:
AANB— A

Axiom AS:
AANB—B

Axiom A9:
(A-B)—-((A—=C) = (A—=BAQ)

Axiom A10:
A—-AVB

Axiom All:
B—+AVB

Axiom A12:
A-C) = (B—=-C) = (AvB—=0Q)

Axiom A13:
(A<~ B)— (A —B)

Axiom Al4:
(A<~ B)— (B—A)

Axiom A15:
(A—-B)— (B—A) - (A— B))

12
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2.3.2 Identitatstheoretische Axiome

Voraussetzungen:
x1, g, .... X,y sind Variablen, r(f) ist die Stelligkeit des Funktionals f,
r(R) ist die Stelligkeit des Préadikats R

Axiom I1:

X=X

Axiom 12:
X=y — f.fCl fa:n_l X Tpt1 --- :L’r(f) = fxl fa:n_l Y Tp+1 --- :Zir(f)

Axiom 13:
x=y = (Rz1 ... Tp—1 X Tpy1 o Tpg) = BT1 oo 1 Y Tog1 - To(r))

Axiom 14:
x=y—=> (x=z—>y=72)

2.3.3 Schlussregeln

Schlussregel SR1 (Abtrennung, Modus Ponens MP)
A—B A

B

Schlussregel SR2 (Vordere Generalisierung Gv)
A—B

VxA—B

Schlussregel SR3 (hintere Partikularisierung Ph):
A—-B

A —-3xB

Schlussregel SR4 (hintere Generalisierung Gh, falls x ¢ Fr(A)
A—-B

A—-VxB

Schlussregel SR5 (vodere Partikularisierung Pv, falls x ¢ Fr(B)
A—B

dx A — B

SR6 (Substitution, kurz Sub. falls B durch Substitution der Variablen x in A durch den Term t entsteht)
A

B

13
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2.4 Lemma und Satze der Pradikatenlogik

2.4.1 Folgerungen aus dem Vollstandigkeitssatz
Aus dem Vollstéandigkeitssatz folgt fiir jede Formel ®:
EFd — +@

Um also - ® zu zeigen geniigt es mit Hilfe einer Wahrheitstabelle
= ® nachzuweisen.

Deshalb sieht man sofort:
HDFa—=(B—=aAp)

2) Fti =t A —\(tQ = tg) — ﬂ(tl = tg)
Fla= By .= vy=(a—=0)
usw.

Beweis. (ohne)

2.4.2 Einfache Folgerungen aus den Schlussregeln und den Axiomen

) ist eine beliebige Formelmenge, «, 3,y sind beliebige Formeln, 7 ein beliebiger Term
Dann gilt:

2421

YFa = YFa—p

2.4.2.2
YFaund XFF = XYFaAp

24.2.3
YFa—=pfund XFF—oy = XYhta—7y

24.2.4
YFr=yund Xty=2 — YFzx=z

2.4.2.5
Yhrrx=yund X F ~(y=2) = X-(x=2)

Mit Hilfe der Substitutionsregel gelten diese Behauptungen auch fiir beliebige Terme, also z.B: fir be-
liebeige Terme t, t1,t2,t3

Yt =19 undPAl—t2:t3 :>|_t1:t3

und da x=x ein Axiom ist, folgt durch Substitution:

YXhHt=t

Beweis. (einfach)

1)

a — (a — ) ist ein Axiom (A1), also:
YFa— (a—p)

14
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Es sei:

Y F a, also gibt es eine Y-Beweisfolge

iy O

Da ¥ F a — (o — () gibt es eine Y-Beweisfolge:
vy = (= f)

Also gibt es eine X-Beweisfolge:

ey @, 0 = (= ()

Durch Anwendung des Modus Ponesn (MP) folgt die ¥-Beweisfolge:
ey 0, = (= ), a—

also:

YXFa—p

2) o, a— (B—=aNB),B—=>aANB), B, anp

Rest folgt analog.

2.4.3 Substitutions-Existenz-Lemma

t ist ein Term, x eine Variable, ¢ eine Formel. Dann gilt:
F ol — zp

Beweis. (einfach)
p—p

¢ — Jzp (Ph)
oL — Jrp  (Sub)

15
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2.4.4 Substitutionslemma 1

Lemma Teil 1:
Fir alle Variablen z und alle Terme T gilt: 77 =T

Lemma Teil 2:
Fiir alle Variablen z und alle Formeln ¢ gilt: ¢ = ¢

Beweis. ...

Beweis Lemma Teil 1:

Definiere fur alle Terme T:

B(T): & Fiir alle Variablen z gilt: 77 =T

Unterbehauptung 1:
Fiir alle Variablen x gilt: B(x)

Unterbeweis 1:
Es seien z und x beliebige Variablen und s eine beliebige Substitutionsbelegung und s(z)=z

Fall 1: x#z
Dann gilt: 2% ==
Fall 2: x=z

zZ —
To=z==

Unterbehauptung 2:
Fiir alle Terme Ty und ... und 7}, und alle Funktionssymbole f gilt:
B(Tp) und ... und B(7;,) = B({Ty...T,,)

Unterbeweis 2:

Es seien Ty und ... und 7;, beliebige Terme und f ein beliebiges Funktionssymbol und z eine beliebige Variable
und B(7p) und ... und B(T},).

zeige: [fTo... T, = f[To]...[Th)

a) Es gilt:

[fTo. Th)z = flTolz-[ThlZ

b) Mit der Induktionsvoraussetzung folgt dann:
[T;])2 =T, firalle0 <i<n

Mit a) folgt dann die Behauptung:

[fTo..T,)% = flTo]...[Tn]

Beweis Lemma Teil 2:

1)

Unterbehauptung 1:

Fiir alle Variablen z und fiir alle Terme T und R gilt:
T = R]; =[T = R]

Unterbeweis 1:

Es seien R und T beliebige Terme und z eine beliebige Variable
zeige: [R=T]? = [R=T]

a) Es gilt:

[R=T=[RE=[T] ()

z z

16
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b) Mit Lemma Teil 1 folgt dann:
[RZ=Rund T):=T

Mit (*) folgt dann die Behauptung:
R=T]:=[R=T]

Unterbehauptung 2:
Fiir alle Terme Ty, ... , T,, und alle Relationssymbolen R und alle Variablen z gilt:
[RTy...T,,)Z = [RTy...T))]

Unterbeweis 2
analog zu Unterbeweis 1:

II)
Definiere fiir alle Formeln ¢:
B(p): &  Fiir alle Variablen z gilt: ¢ = ¢

Unterbehauptung 3
Fiir alle Formeln o und S gilt:  B(a) und B(8) = B(a A B)
Analoges folgt fiir andere binédre Junktoren.

Unterbeweis 3:
Es seien a und 3 beliebige Formeln und z eine beliebige Variable und B(«) und B(5)
zeige: [ ABlZ=aAp

a) Es gilt:

[anBlz=[aZABlE (%)

Mit der Induktionsvoraussetzung folgt daraus:
[ = [a] und [5]% = [5]

Mit (*) folgt dann die Behauptung:
[anBl;=anp

Unterbehauptung 4
Fiir alle Formeln « gilt: B(a) = B(-a)

Unterbeweis 4:

Es seien « eine beliebige Formel und z eine beliebige Variable und B(«)
a) Es gilt:

0l = a = [-a)i = a

b) Mit Induktionsvoraussetzung folgt dann:

o) =a

Mit a) folgt dann die Behauptung;:

[~z = -a

Unterbehauptung 5:
Fir alle Formeln ¢ und allen Variablen x gilt: ~ B(¢) = B(Jzy)

Unterbeweis 5:

Es seien « eine beliebige Formel und x und z beliebige Variablen und s eine beliebige Substitutionsbelegung
und s(z)=z und B(«)

zeige: [ral? = Jra
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2 Prédikatenlogik 1. Stufe (kurze Zusammenfassung)

a) Es gilt:

[Fra)? = 3z[a’; , = Elar[as("') , ]
z <Bild(z)Nfrei(Iza)> <{zINfrei(Iza)>

Falll: < {z} N frei(3za) >=¢

3o [0 Ly presan o= 32102 71=Twa

Fall2: < {z} N frei(Fza) >= (2)

() _ _ 2
30 preitanzp>1= Fzlaz = Telal]
Mit der Induktionsvoraussetzung folgt:
[a%] = a, also:

o) B
3zl frei(nfap)>]= 30
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2 Prédikatenlogik 1. Stufe (kurze Zusammenfassung)

2.4.5 Substitutionslemma 2

Beispiel:

c1, c2, c3, ¢4 sind Konstanten (also variablenfrei).

frei([3z[zo + 21 == x + Y2520t = frei([3z[zo + 21 == 2 + y]) \ {7, 20, 21, y} = {w0, 71}
Die Klammern dienen der besseren Lesbarkeit.

Lemma Teil 1:
Fiir alle Terme T und alle Substitutionsfolgen L und alle Substitutionsbelegungen s gilt:
s(Bild(L)) sind variablenfreie Terme = frei(Tz(L)) =frei(T) \ Bild(L)

Lemma Teil 2:
Fiir alle Formeln ¢ fiir alle Substitutionsfolgen L und alle Substitutionsbelegungen s gilt:
s(Bild(L)) sind variablenfreie Terme — frei(gosL(L)) =frei(¢)\ Bild(L)

Beweis. ...

Beweis Lemma, Teil 1:

Definiere fur alle Terme T

B(T): & Fir alle Substitutionsfolgen L und alle Substitutionsbelegungen s gilt:

s(Bild(L)) sind variablenfreie Terme —> frei(Tz(L)) =frei(T) \ Bild(L)

Unterbehauptung 1:

Fiir alle Variablen x gilt: B(x)

Unterbeweis 1:

Es seien x eine beliebige Variable und L eine beliebige Substitutionsfolge und s eine beliebige Substitutions-
belegung und s(Bild(L)) sind variablenfreie Terme

zeige: frei(a:z(L)) =frei(x) \ Bild(L)

Fall 1: x kommt in L vor:

Bem: c sei ein variablenfreie Term.
frei(xSL(L)) =frei(s(z)) =frei(c) = 0
frei(x)\ Bild(L)={«}\ Bild(L)=0
Fall 2: x kommt nicht in L vor:
Bem: c sei ein variablenfreie Term.
frei(xSL(L)) =frei(z) = {z}

frei(x)\ Bild(L)={z}\ Bild(L)={«}

Unterbehauptung 2:
Fiir alle Terme Ty und ... und 7}, und alle Funktionssymbole f gilt:
B(Tp) und ... und B(T},) = B({Ty...T},)

Unterbeweis 2:

Es seien Ty und ... und T, beliebige Terme und f ein beliebiges Funktionssymbol und L eine beliebige Sub-
stitutionsfolge und s eine beliebige Substitutionsbelegung und s(Bild(L)) sind variablenfreie Terme

zeige: frei(fTo...Tn)Z(L)) =frei(fTy...T,,) \ Bild(L)

a) Mit der Induktionsvoraussetzung folgt:

frei([T3]3")) =frei(T})\ Bild(L) fiir alle 0 <i <n  (¥)

b) Es gilt:

frei([fTy... T )5 5) =frei(£[T0) 35 [T, 35 = frei([Tp)5 ) U...U frei([T,])5 )= (siche (¥))

frei([Tp]\ Bild(L) U...U frei([T},]\ Bild(L)= (frei(Tp)U...U frei(T,))\ Bild(L)
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2 Prédikatenlogik 1. Stufe (kurze Zusammenfassung)

und
frei(fTy...T5,)\ Bild(L)=(frei(Tp)u...U frei(T},))\ Bild(L)

Beweis Lemma Teil 2:

1)

Unterbehauptung 1:

Fiir alle Terme T und R und alle Substitutionsfolgen L. und alle Substitutionsbelegungen s gilt:

s(Bild(L)) sind variablenfreie Terme = frei([R = T]5*)) = frei([R = T1)\ Bild(L)

Unterbeweis 1:

Es seien T und R beliebige Terme und L eine beliebige Substitutionsfolge und s eine beliebige Substituti-
onsbelegungen und s(Bild(L)) sind variablenfreie Terme

zeige: frei([R = T3 M) =frei([RTy...T,,])\ Bild(L)

a) Es gilt nach Lemma Teil 1:

frei( R5X)) =frei(R)\ Bild(L) und frei(T;X) =frei(T)\ Bild(L)  (*)

b) Es gilt:

frei([R = T3 = frei(RP) = T5W)= frei( R frei(T; W) = (siehe (¥))

(frei(R) \ Bild(L)) U (frei(T) \ Blld(L)) (frei(R) U frei(T)) \ Bild(L) = frei([R = T)\ Bild(L)

Unterbehauptung 2:

Fiir alle Terme Ty, ... , T, und allen Relationssymbolen R und alle Substitutionsfolgen L und alle Substitu-
tionsbelegungen s gilt:

s(Bild(L)) sind variablenfreie Terme = frei([RT)...T,|5") = frei([RTp...T,])\ Bild(L)

Unterbeweis 2
analog zu Unterbeweis 1:

II)
Definiere fiir alle Formeln ¢:
B(p): &  Fiir alle Substitutionsfolgen L und alle Substitutionsbelegungen s gilt:

s(Bild(L)) sind variablenfreie Terme —> frei(gpSL(L)) =frei(¢)\ Bild(L)

Unterbehauptung 3
Fiir alle Formeln o und 5 gilt:  B(a) und B(8) = B(a A B)
Analoges folgt fiir andere bindre Junktoren.

Unterbeweis 3:
Es seien « und S beliebige Formeln und L eine beliebige Substitutionsfolge und s eine beliebige Substituti-
onsbelegungen und s(Bild(L)) sind variablenfreie Terme

zeige: frei(a A ﬁ)SL(L):frei(a A B)\ Bild(L)

Es seien a und f beliebige Formeln und B(«) und B(3)

Zeige: B(a A f)

Dazu seien L eine beliebige Substitutionsfolge und s eine beliebige Substitutionsbelegungen und s(Bild(L))
sind variablenfreie Terme

a) Mit der Induktionsvoraussetzung folgt daraus:

frei(a5")) =frei(a)\ Bild(L) und frei(35")) =frei(8)\ Bild(L) ()

b) Es gilt:

frei(a A ﬁ]SL(L)): frei(a} 1N BS(L ) = frei(a;, s(L ))U frez(ﬂz(L)) = (siehe (*¥))
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2 Prédikatenlogik 1. Stufe (kurze Zusammenfassung)

(frei(a)\ Bild(L)) U (frei(5)\ Bild(L)) = (frei(a)U frei(g))\ Bild(L) = frei([a A 5])\ Bild(L)

Unterbehauptung 4
Fiir alle Formeln « gilt: B(a) = B(-«)

Unterbeweis 4:
Es seien « eine beliebige Formel und L eine beliebige Substitutionsfolge und s eine beliebige Substitutions-
belegungen und s(Bild(L)) sind variablenfreie Terme und B(«)

zeige: frei(—a) " =frei(—a)\ Bild(L)

Dazu seien L eine beliebige Substitutionsfolge und s eine beliebige Substitutionsbelegungen und s(Bild(L))
sind variablenfreie Terme

b) Mit Induktionsvoraussetzung folgt:

frei(ai ™)) =frei(a)\ Bild(L)  (¥)

b) Es gilt:

frei([~a] 3 ) =frei(=[a] )= frei([o);X)=  (siehe (*))

frei(ar)\ Bild(L)=frei(—«)\ Bild(L)

Damit folgt die Behauptung:

frei([~a] 3 ")) =frei(—a)\ Bild(L)

Unterbehauptung 5:
Fiir alle Formeln o und allen Variablen x gilt: ~ B(a) = B(3z«)

Unterbeweis 5:

Es seien « eine beliebige Formel und x eine beliebige Variable und L eine beliebige Substitutionsfolge und s
eine beliebige Substitutionsbelegungen und s(Bild(L)) sind variablenfreie Terme und und B(«)

zeige: frei(EIxa)SL(L):frei(Elzna)\ Bild(L)

a) Fir alle Mengen A und B gilt: A\ (BN A)=A\B (¥

b) Mit Induktionsvoraussetzung folgt:

frei(ai(égld(L)ﬂfrei(H:va)>): frei(a)\ Bild(< Bild(L)Nfrei(3za) >)= frei(a)\ (Bild(L)Nfrei(Jza)) also:
frei(0 %) 4oy pred(@eays )= frei(a)\ (Bild(L)Nfrei(3za)) — (*%)
c) Es gilt:

frei([axa]i(”): frei(3z [O‘i()éi)zcz(L)mfrei(am)>]): frei([aiéﬁzd@)m frei(3za)>)) \ {2}= (siehe (**))
(frei(a)\ (Bild(L)Nfrei(3za))) \ {z}= (frei(a) \ {z})\ (Bild(L)N (frei(a) \ {z}))= (siche (*))
(frei(a) \ {z})\ Bild(L)
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2 Prédikatenlogik 1. Stufe (kurze Zusammenfassung)

2.4.6 Substitutionslemma 3

FEine simultane Substitution ist nur von der Substitution der freien Variablen abhéngig, also unabhingig
davon durch welchen Term eine nicht freie Variablen ersetzt wird.

Beispiel:

[zo + 21 = x9) t3,71,t2,m2

Y3,21,Y2,T2

to,t1,r2,t2,71,t3

Y0,Y1,22,Y2,%1,Y3 = [xo tx1 = xz]

Die Klammern dienen der besseren Lesbarkeit.

Formalisierung des Lemmas:

Lemma Teil 1:

Fiir alle Folgen L, F und alle Substitutionsbelegungen s und alle Terme T gilt:
Bild(L) N frei(T) = Bild(F) N frei(T) = [T7];") = (13

Lemma Teil 2:
Fiir alle Folgen L, F und alle Substitutionsbelegungen s und alle Formeln ¢ gilt:

Bild(L) N frei(p) = Bild(F) N frei(p) = []3 ") = o]}

Beweis. (mit Unterbehauptungen)

D)

Beweis Lemma Teil 1:

Definiere fiir alle Terme T:

B(T): & Fir alle Substitutionsfolgen L,F und alle Substitutionsbelegungen s gilt:

Bild(L)N frei(T) = Bild(F)N frei(T) = [T]5") = [1]5")

Unterbehauptung 1:
Fiir alle Variablen x gilt: B(x)

Unterbeweis 1:

Es seien x eine beliebige Variable und L und F beliebige Substitutionsfolgen und s eine beliebige Substitu-

tionsbelegung s und Bild(L)N frei(x) = Bild(F)N frei(x)

Falll: Bild(L)N frei(x) = Bild(F)N frei(x)={z}

also enthalten L und F das Folgenglied x, also [:C]SL(L = s(x) und [w]?F) = s(x), also:
s(L s(F

2] = [a]yi"”

Fall2: Bild(L)N frei(x) = Bild(F)N frei(x)=0

also enthalten weder L noch F das Folgenglied x, also: [:E]“Z(L) =289 = 2 und [z]
s(L s(F

215" = [alp"

(e))

s(F s
=

=z, also:

Unterbehauptung 2:
Fiir alle Terme Ty und ... und 7}, und alle Funktionssymbole f gilt:
B(Tp) und ... und ... B(T,,) = B(f1y...7},)

Unterbeweis 2:

Es seien Ty und ... und 7, beliebige Terme und f ein beliebiges Funktionssymbol und L und F beliebige
Substitutionsfolgen und s eine belieige Substitutionsbelegungen und

Bild(L) N frei( fTp...15,) = Bild(F) N frei( fTp...75,) und B(7p) und ... und ... B(T},)

zeige: [fTp... T, 3" = [fTy..T,, )5

a) Es gilt:

Aus Bild(L) N frei(fTp...T;,) = Bild(F) N frei( fTp...T;,) folgt:
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Bild(L) N (frei(fTp) U ... U frei(T,,)) = Bild(F) N (frei(fTp) U ... U frei(T,)) und damit:
Bild(L) N frei(7;) = Bild(F) N frei(7;) fur alle 0 <i<n

Mit der Induktionsvoraussetzung folgt dann:

T = M) firalle 0 <i<n (%)

b) Es gilt:

fTo. T3 = #1515 und

T T3 = AT [Tl

Mit (*) folgt dann die Behauptung:

STo Tl = [ To Tl

Beweis Lemma Teil 2:

1)

Unterbehauptung 1:

Fiir alle Terme T und R und alle Substitutionsfolgen L und F und alle Substitutionsbelegungen s gilt:
Bild(L) N frei([T = R])=Bild(F) N frei([T = R]) = [T = R5*) = [T = 3"

Unterbeweis 1:

Es seien T und R beliebige Terme und L und F beliebige Substitutionsfolgen und s eine beliebige Substitu-
tionsbelegung und Bild(L) N frei(|[T = R]) =Bild(F) N frei([T = R))

zeige:[T = R]SL(L) =T = R]fp(F)

a) Es sei: Bild(L) N frei([T = R]|)=Bild(F) N frei([T = R]) , also gilt auch:
Bild(L) N frei(T) = Bild(F) N frei(T) und Bild(L) N frel(R) Bild(F) N frei(R)
Mit Behauptung 1 folgt dann:

7)) = (3" wnd (RIEY = [RIET ()

b) Es gilt:

(7 =17 = [RI;"(T)5") und

(7 = 1)) = (R ()"

Mit (*) folgt dann die Behauptung

Unterbehauptung 2:

Fiir alle Terme Ty, ... , T, und allen Relationssymbolen R und fiir alle Folgen L und F und alle Substituti-
onsbelegungen s gilt:

frei(L) N frei( RTy...T,) =frei(F) N frei(RTy...T,) = [RTp.. T, = [RT,..T,, 5"

Unterbeweis 2
analog zu Unterbeweis 1:

II)
Definiere fiir alle Formeln ¢:
B(p) &  Fiir alle Substitutionsfolgen L,F und alle Substitutionsbelegungen s gilt:

Bild(L)N frei() = Bild(F)N frei(yp) = [¢] 5" = []3 ")

Unterbehauptung 3
Fiir alle Formeln o und S gilt: B(a) und B(8) = B(a A §)
Analoges folgt fiir andere bindre Junktoren.

Unterbeweis 3:

Es seien o und f beliebige Formeln und L und F beliebige Substitutionsfolgen und s eine beliebige Substi-
tutionsbelegung und Bild(L) N frei(a A 5)= Bild(F) N frei(a A ) und B(a) und B(p)
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zeige: [a A 6]‘2@) =[aA B];(F)

a) Daraus folgt:
Bild(L)N (frei(a)U frei(5)) = Bild(F)N (frei(a)U frei(3)), also:
Bild(L)N frei(a)) = Bild(F)N frei(a) und Bild(L)N frei(8) = Bild(F)N frei(B)
Mit der Induktionsvoraussetzung folgt daraus:
ol = ol nd (857 = (857 ()
b) Es gilt:

s(L s(L s(L s(F s(F s(F
o A 11 = [l A1 und o A BT = ol A (81
Mit (*) folgt dann die Behauptung:
o n I = [ B

Unterbehauptung 4
Fiir alle Formeln « gilt: B(a) = B(-«)

Unterbeweis 4:
Es seien « eine beliebige Formel und L und F beliebige Substitutionsfolgen und s eine beliebige Substituti-
onsbelegung und Bild(L)N frei(—a)) = Bild(F)N frei(—a)

zeige: [ﬂa]z(L) = [ﬂa];(F)
a) Es gilt:

s(L s(F s(L s(F
R e e

Und auflerdem:
frei(—a) = frei(«), also:
Bild(L)N frei(a)=Bild(L)N frei(—a)=Bild(F)N frei(—«)= Bild(F)N frei(«a)
Also: Bild(L)N frei(a)=Bild(F)N frei(a)
b) Mit Induktionsvoraussetzung folgt dann:
s(L) _ 1,15(F)
[, = [e]p
Mit a) folgt dann die Behauptung;:

s(L s(F
el = =fa)" und

Unterbehauptung 5:
Fiir alle Formeln ¢ und allen Variablen x gilt:  B(yp) = B(3zyp)

Unterbeweis 5:

Es seien « eine beliebige Formel und x eine beliebige Variable und L und F beliebige Substitutionsfolgen
und s eine beliebige Substitutionsbelegung und Bild(L)N frei(3za)=Bild(F)N frei(Iza)

zeige: B(3zyp) fiir alle Variablen x, also:

a) Es gilt:
<Bild(L)N frei(Fza)> = <Bild(F)N frei(3za)>  (*)
b) Es gilt:
s(L) s(...)
Bxal,™ = 3z[a] 2 5aam)n frei@ea) >
s(F) s(...)
Eleé]F - ELT[a}<Bild(F)ﬁf7‘ei(Haroz)>
Mit (*) folgt dann die Behauptung. O
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2.4.7 Substitutionslemma 4

Eine simultane Substitution ist unabhéngig von der Umordnung der Reihenfolge der Folgenglieder.

Formal:
Fiir alle Terme g, ...,t, und alle Formeln ¢ und alle Permutation 7w der Zahlen O, ..., n gilt:
to tn tﬂ'(o) t‘ﬂ'(n—l) t-/r(n)

PTo o Tn = (PTr(0) -+ Tr(n—1)) Tr(n)

Beispiel:

— to,t1,r2,t2,71,t3 = t3,t2,t1,%0,72,71
[zo + @1 = @l 22 R = [Xo + @1 = @l 2L

Beweis. (mit Unterbehauptungen)

I) Andere Formalisierung des Lemmas:

Eine Substitutionsfolge L. geht durch Umodnung der Reihenfolge der Folgenglieder in eine Substitutionsfolge
F tber (d.h. L und F unterscheiden sich nur in der Reihenfolge des Auftretens ihrer Elemente)

: gdw (& bedeutet Element einer Folge)

x € L <= x & F und |D(L)|=|Bild(L)| und |D(F)|=| Bild(F)| gdw

x € Bild(L) <= x € Bild(F) und |D(L)|=|Bild(L)| und |D(F)|=| Bild(F)| gdw

Bild(L)=Bild(F) und |D(L)|=|Bild(L)| und |D(F)|=| Bild(F)| gdw

D(L)=D(F) und Bild(L)=Bild(F)

Lemma Teil 1:
Fiir alle Terme T und alle Substitutionsfolgen L, F und allen Substitutionsbelegungen s gilt:
D(L)=D(F) und Bild(L)=Bild(F) = [T];* = [1]5{"

Lemma Teil 2:
Fiir alle Formeln ¢ und alle Substitutionsfolgen L und F mit gleicher Definitionsmenge D(L)=D(F) und
gleicher Bildmenge Bild(L)=Bild(F) und allen Substitutionsbelegungen s gilt:

D(L)=D(F) und Bild(L)=Bild(F) = [¢]}") = [¢]5{")

Beweis Lemma Teil 1:
Fiir alle Terme T wird definiert:
B(T): & Fir alle Substitutionsfolgen L und F und alle Substitutionsbelegungen s gilt:

D(L)=D(F) und Bild(L)=Bild(F) = [T];*) = |13

Unterbehauptung 1:
Fiir alle Variablen x gilt: B(x)

Unterbeweis 1:
Es seien x eine beliebige Variable und L und F beliebige Substitutionsfolgen und s eine beliebige Substitu-
tionsbelegung und D(L)=D(F) und Bild(L)=Bild(F)
. s(L) s(F)
zeige: [x]; " = [z]p
Da sich L und F nur in der Reihenfolge des Auftretens ihrer Elemente unterscheiden, folgt dies sofort.

Unterbehauptung 2:
Fiir alle Terme Ty und ... und 7}, und alle Funktionssymbole f gilt:
B(Tp) und ... und ... B(T,,) = B(f1y...7},)

Unterbeweis 2:
Es seien Ty und ... und 7, beliebige Terme und f ein beliebiges Funktionssymbol und L und F beliebige
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Substitutionsfolgen und s eine belieige Substitutionsbelegungen und D(L)=D(F) und Bild(L)=Bild(F)
zeige: [fToTk]z(L) = [fToTk]SF(F)

a) Mit der Induktionsvoraussetzung folgt dann:

[Ti]L(L) = [Tz];(F) fur alle 0< i<n (%)

b) Es gilt:

[ To... T3 = FITs) (T3]3 und

UTo- Tl = fIT]5" (1]

Mit (*) folgt dann die Behauptung

Beweis Lemma Teil 2:

1)

Unterbehauptung 1:

Fiir alle Terme T und R und alle Substitutionsfolgen L. und F und allen Substitutionsbelegungen s gilt:

D(L)=D(F) und Bild(L)=Bild(F) = [T = R5" = [T = R)5\"

Unterbeweis 1:

Es seien T und R beliebige Terme und L und F beliebige Substitutionsfolgen und D(L)=D(F) und Bild(L)=Bild(F)
a) Mit Behauptung 1 folgt dann:

(7Y = (113" wnd (R = (R (+)

b) Es gilt:

R=T3" = [RIy") = (11" und

(R=TJ3" = [RIy" = [1]5"

Mit (*) folgt dann die Behauptung

Unterbehauptung 2:

Fiir alle Terme Ty und ... und 7, und allen Relationssymbolen R und alle Substitutionsfolgen L und F und
allen Substitutionsbelegungen s gilt:

D(L)=D(F) und Bild(L)=Bild(F) = [RT}...T;,);*) = [RT,...T,,];"

Unterbeweis 2
analog zu Unterbeweis 1:

II)
Definiere fiir alle Formeln ¢:
B(p) =  Fiir alle Substitutionsfolgen L, F und alle Substitutionsbelegungen s gilt:

D(L)=D(F) und Bild(L)=Bild(F) = [so]i(” = MSF(F)

Unterbehauptung 3
Fiir alle Formeln o und $ gilt:  B(a) und B(8) = B(a A )
Analoges folgt fiir andere bindre Junktoren.

Unterbeweis 3:
Es seien o und 3 beliebige Formeln und L und F beliebige Substitutionsfolgen und s eine beliebige Substi-
tutionsbelegung und D(L)=D(F) und Bild(L)=Bild(F) und B(a) und B(p)

Zeige: [a A ﬁ)]sL(L) =JaA B)]‘;(F) a) Daraus folgt mit Mit Induktionsvoraussetzung:
s(L s(F s(L s(F
o] ") = [o] " und [BI = (85" (+)

b) es gilt:
la A BI = a3t A a3
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2 Prédikatenlogik 1. Stufe (kurze Zusammenfassung)

[aAﬁ]SF(F) ](F)/\[B] s(F)
Mit (*) folgt die Behauptung.
s(L) s(F)

[a Bl = [anBlp

Unterbehauptung 4
Fiir alle Formeln « gilt: B(a) = B(-«)

Unterbeweis 4:

Es seien « eine beliebige Formel und L und F beliebige Substitutionsfolgen und s eine beliebige Substituti-
onsbelegung und D(L)=D(F) und Bild(L)=Bild(F) und B(«)

s(L) s(F)

1) = =lal

zeige: [«
a) Es gllt:
s(L s(L s(L
o] = [} = [~al" = <[]}
b) Mlt Induktionsvoraussetzung folgt:
s(F)
o)1) = o]

Mit a) folgt dann die Behauptung;:
(L) - ﬂ[a]iﬂ(F) und

[ma],
Unterbehauptung 5:
Fir alle Formeln ¢ und allen Variablen x gilt: ~ B(¢) = B(Jzy)

Unterbeweis 5:

Es seien « eine beliebige Formel und x eine beliebige Variable und L und F beliebige Substitutionsfolgen
und s eine beliebige Substitutionsbelegung und D(L)=D(F) und Bild(L)=Bild(F) und B(«)

zeige: [EIxa]SL(L) = [Elxoz];(F)
a)

Es sei: D(L)=D(F) und Bild(L)=Bild(F)

Aus Bild(L)=Bild(F) folgt:

< Bild(L)N frei (Fza) >=< Bild(F)N frei (Jza) > (%)

b) Es gilt:

[Fzaly, = = Jzfa ]<(Bz)ld( L) frei(3za)> 1nd Exo‘]SF(F) = aw[a]iéz')ld(zf)mfrei(am)>

Mit (*) folgt dann die Behauptung. O
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2 Prédikatenlogik 1. Stufe (kurze Zusammenfassung)

2.4.8 Substitutionslemma 5

Beispiel:
1,2, €3, C4, C5, ¢¢ sind Konstanten (also variablenfrei).

_ — _ C1,C2,C3,C4,C5,C6 __ _ — _ c1,C2,c3]C4,C5,C6] _ — _
[SUO L1 = T2 x3]y,xo,x1+$2,a¢3,z - [[Io L1 = T2 x3]y,m0,rl]:p2,x3,z] - [CQ €3 =10 65]

Lemma Teil 1:
Fiir alle Terme T und alle Substitutionsfolgen L und F und alle Substitutionsbelegungen s gilt:
s(Bild(L)) und s(Bild(F)) sind variablenfreie Terme und Bild(L) N Bild(F) = () (d.h. L+F ist eine Substitu-

tionsfolge) = [T]SL(JEIJ;F) = [[T]SL(L)]SF(F)

Lemma Teil 2:
Fiir alle Formeln ¢ und alle Substitutionsfolgen L und F und alle Substitutionsbelegungen s gilt:

s(Bild(L)) und s(Bild(F)) sind variablenfreie Terme und Bild(L) N Bild(F) = § (d.h. L+F ist eine Substitu-

tionsfolge) = [QO]SL(f}LF) = [[SO]SL(L)];(F)

Beweis. (mit Unterbehauptungen)

Beweis zu Lemma Teil 1:

Definiere fiir alle Terme T:

B(T): & Fir alle Substitutionsfolgen L und F und alle Substitutionsbelegungen s gilt:

s(Bild(L)) und s(Bild(F)) sind variablenfreie Terme und Bild(L) N Bild(F) = @ (d.h. L+F ist eine Substitu-

tionsfolge) = [T]SL(f;:rF) = [[T]SL(L)];(F)

Unterbehauptung 1:
Fiir alle Variablen x gilt: B(x)

Unterbeweis 1:
Es seien x eine beliebige Variable und L und F beliebige Substitutionsfolgen und s eine beliebige Substitu-

tionsbelegung s und s(Bild(L)) und s(Bild(F)) sind variablenfreie Terme und Bild(L) N Bild(F) =

. s(L+F s(L)1s(F
zeige: [2]3 LR = [la] M)

Falll: x ist in der Substitutionsfolge L. enthalten:
s(L+F s(L)ys(F
i = s(@) = [lal1E"
Fall2: x ist in der Substitutionsfolge F' enthalten:
s(L+F s(L)ys(F
aliir ) = s(a) = [lal1E"
Fall3: x ist weder in der Substitutionsfolge L noch in F enthalten:

s(L+F s(L)s(F
(]33 ) = & = (2]

Unterbehauptung 2:
Fiir alle Terme Ty und ... und 7}, und alle Funktionssymbole f gilt:
B(Tp) und ... und ... B(T,,) = B(f1y...T,)

Unterbeweis 2:
Es seien T und ... und 7}, beliebige Terme und f ein beliebiges Funktionssymbol und L und F beliebige Sub-
stitutionsfolgen und s eine beliebige Substitutionsbelegung und s(Bild(L)) und s(Bild(F)) sind variablenfreie

Terme und Bild(L) N Bild(F) = 0

zeige: [Ty, ...,Tn]sL(f;F) = [[fTo, ...,Tn]SL(L)];(F)

a) Mit der Induktionsvoraussetzung folgt:
T = (P i alle 0 <i<n (%)
b) Es gilt:
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2 Prédikatenlogik 1. Stufe (kurze Zusammenfassung)

s(L+F s(L+F s(L+F
[0, Tl 5 = AT R (L)) und

s(L)qs(F s(L s(L)ys(F s(L)ys(F s(L)ys(F
(1 To, - T3 157 = [l [P = A P50, )y )
Mit (*) folgt die Behauptung

Beweis zu Lemma Teil 2:

1)

Unterbehauptung 1:

Fiir alle Terme T und R und alle Substitutionsfolgen L. und F und alle Substitutionsbelegungen s gilt:
s(Bild(L)) und s(Bild(F)) sind variablenfreie Terme und Bild(L) N Bild(F) = § =

T = R} = (1 = R

Unterbeweis 1:
Es seien T und R beliebige Terme und L und F beliebige Substitutionsfolgen und s eine beliebige Substitu-
tionsbelegung und s(Bild(L)) und s(Bild(F)) sind variablenfreie Terme und Bild(L) N Bild(F) = ()
: _ p1s(L+F _ p1s(L)ys(F
zeige: [T = R}L(+F ) — ([T = R]L( )]F( )
a) Es gilt mit Lemma Teil 1 :

s(L+F s(L)ys(F s(L+F s(L)ys(F
(T = ()P wnd [RIED = ([R)EE
b) Es gilt:
s(L+F s(L+F s(L+F
T = R]L(-i-;: ) = [T]L(-HJ«: ) = [R]L(-H:“L ) und
s(L)ys(F s(L s(L)s(F s(L)s(F s(L)ys(F
(7= RV = (13 = OB < ()R = (R

Mit a) folgt dann die Behauptung

Unterbehauptung 2:

Fiir alle Terme 7Ty, ...,T,, und allen Relationssymbolen R und alle Substitutionsfolgen L und F und alle
Substitutionsbelegungen s gilt:

s(Bild(L)) und s(Bild(F)) sind variablenfreie Terme und Bild(L) N Bild(F) = § = [RTp, ..., Tu];0 2" =
[RTy, ..., T, 315

Unterbeweis 2

analog zu Unterbeweis 1:

1)

II.1)

Beweishilfslemma, 1:

ANB=0= (AnC)\(BNnC)=AnC

Beweis: ohne

Beweishilfslemma 2:
AN(B\C)=(AnB)\(O)
Beweis: ohne

I1.2) Definiere fur alle Formeln ¢:
B(p): &  Fiir alle Substitutionsfolgen L und F und alle Substitutionsbelegungen s gilt:

s(Bild(L)) und s(Bild(F)) sind variablenfreie Terme und Bild(L) N Bild(F) = § (d.h. L+F ist eine Substitu-
. s(L+F s(L)ys(F
tionsfolge) — [go]L(Jr; ) — [[go]L( )]F( )

Unterbehauptung 3:

Fiir alle Formeln o und S gilt:  B(a) und B(8) = B(a A §)
Analoges folgt fiir andere bindre Junktoren.
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2 Prédikatenlogik 1. Stufe (kurze Zusammenfassung)

Unterbeweis 3:
Es seien a und S beliebige Formeln und B(a) und B(8) L und F beliebige Substitutionsfolgen und s eine
beliebige Substitutionsbelegung und s(Bild(L)) und s(Bild(F)) sind variablenfreie Terme

und Bild(L) N Bild(F) = 0 und B(«) und B(3)

zeige: [a A 5]Lf;wrF) = [[an 5]S(L Ir W

a) Mit der Induktionsvoraussetzung folgt:

(a3 R = ([P und (850 = (1855

b) Es gilt:

[l A B = (a3 A BT = ([P A [1857137] = (siehe a) =

A
[Oé]SL(f}LF) A [5]2%;1?) [a A B]Lf}LF Unterbehauptung 4:
(a

Fiir alle Formeln « gilt: (B(a) = B(—«))

Unterbeweis 4:
Es seien « eine beliebige Formel und L und F beliebige Substitutionsfolgen und s eine beliebige Substituti-

onsbelegung und s(Bild(L)) und s(Bild(F)) sind variablenfreie Terme und Bild(L) N Bild(F) = @ und B(«)
. s(L+F) s(L)1s(F)
ze1ge: [_'O‘]L—i-F = [[_'O‘]L ]F
a) Mit der Induktionsvoraussetzung folgt:
el B Co

b) Es gilt:
[~ = [P = [lefM18)= (siehe a) = (a5 )= [~al i)

Unterbehauptung 5:
Fiir alle Formeln « fiir alle Variablen x gilt: B(a) = B(Jz«)

Unterbeweis 5:

Es seien « eine beliebige Formel und x eine beliebige Variable und L und F beliebige Substitutionsfolgen
und s eine beliebige Substitutionsbelegung und s(Bild(L)) und s(Bild(F)) sind variablenfreie Terme

und Bild(L) N Bild(F) = 0 und B(«)

zeige: [H:Eoz]z(f;fF) = [Hxa]sL(L)];(F)

a) Mit der Induktionsvoraussetzung folgt:

s(..) _ s —
{a<Bild(L)ﬂ frei(am)>]<Bild(F)ﬂfTei(3m)>_ Q< Bild(L)N frei(3za)>+<Bild(F)N frei(3za)>
b) Es gilt:

L)1s(F
1" = Bala

[Fza],

EIx[[a<Bild(L)ﬂfrei(Hxa) ]<led(F)ﬂfrez(E|:I:a

E|$[[O[<Bild(L)ﬁfrez'(flctoc) ]<led(F)ﬁ[frez(oc

s(.) HS(F)_
<led(L)ﬂfrez(E|xa) F -

s(...) =
<Blld(L)ﬁfrez(3xa)>)>

(Substitutionslemma 2) [2.4.5

s(...)
<led(L)ﬁfrez(3;ca)>)\{x}]>]

dz
dz

< zld(L Nfrei(3za)>I<Bild(F)N[( frel(a)\(B'le(L)ﬂfrez(Hma)))\{z}}>]:
as< zld(L Nfrei(3za)>I<Bild(F)N[( frez(a)\{:v}\(Bild(L)ﬂfrei(Hma))]>]:

[a ]

I ]
([0 Zld(L ) frei(@ea)> < Bild(F)N[frei(3za)\ (Bild(L)frei(3za))>]=  (Beweishilfslemma 2)

[[a? ]

[[ex S

I3

/\/\

Oé< zld(L Nfrei(3za)>I<(Bild(F) ﬁfrez(Hxa))\(Bild(L)ﬂfrei(one))>]: (Beweishilfslemma 1)
s(

<led(L n fm(am <led (F)n fm(am)>] (siehe a))

Beali " = Bl
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2 Prédikatenlogik 1. Stufe (kurze Zusammenfassung)

2.4.9 Substitutionslemma 6

x ist eine Variable, ¢ ist eine Formel, t ist ein Term. Dann gilt:
x ¢ frei(p) = ¢} = ¢

Beweis. ...

L:=(x) und F:=()=¢

Dann gilt: Bild(L) N frei(p) = Bild(F) N frei(p) = 0
Mit Substitutionslemma 1 folgt dann:

ph=pl9 =0

2.4.10 Nicht-Frei-und-Aquivalent-Lemma

x ist eine Variable, ® ist eine Formel. Dann gilt:
x & frei(®) = +FVz® < ®undtF Jzd < @

2.4.11 Leibnitzschen Ersetzbarkeitskriterium

o und 7 sind Terme, x ist eine Variable und ¢ eine Formel.
Wenn beide Substitutionen existieren, dann gilt:
o=17 = (¢7 <)

Beweis. (ohne)

2.4.12 Ersetzbarkeitskriterium fiir daquivalente Ausdriicke

Wenn « dadurch aus 8 hervorgeht, dass an beliebigen Stellen von /3
die Teilformel o durch ~ ersetzt wird, dann gilt:
Yooy = YXFaeg

2.4.13 Substitutionskorrolar

® ist eine Formel, n eine Variable und T ein Term. Dann gilt:
Fon = (n=T-¢)

Beweis. ...
Nach dem Leibnitzschen Ersetzbarkeitskriterium gilt fiir alle Terme o, 7
und alle Formeln &:

Fo=7—= ¢ < ¢,

Setze: 0 = n und 7 = T, dann folgt:
Fn=T = (¢" + ¢L) also

=T (606 ()

Mit einer Wahrheitstafel sieht man:
Fla=B+y) .—. v—=(a—=p)

Setze: a =n =T und B = ¢ und vy = ¢}

also

Fn=T—= (¢ ¢l) .—=. ¢ = (n=T— ¢)
Mit (*) folgt dann:

-6l = (n=T - ¢)
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3 Peano

3.1 Definitionen

Das Peanosche Axiomensystem wird durch eine Sprache der Pradikatenlogik ersten Stufe formalisiert. Die
Symbolmenge S dieser Sprache wird durch 2 Konstanten und 2 Funktionssymbole gebildet: S := {0, 1, ®, ® }

Fiir alle S-Modelle 9t = (M, 0™ | 1M @M @M von PA und alle z € N wird definiert:
M =M gM M IM 5 _ Mal
M bedeutet dabei die Tragermenge und die Funktionssymbole zusammen mit den
hochgestellten M’s bedeuten die zu den Funktionssymbolen zugehorigen Interpretationen.

Mit = (N,0,1,+,*) wird das das Standardmodell (ein S-Modell) von PA bezeichnet.
Mit N werden dabei die interpretierten natiirlichen Zahlen aus N bezeichnet. Also:
N = {0V, 1V,2N, )
wobei 0V := 0,1V := 1,2V := 2, usw.

3.2 Axiome des Peanoschen Axiomensystems

Voraussetzungen:
y kommt in einer beliebigen Formel P frei vor, t und s sind beliebige Terme.

Axiomenschema Paxl1:

Fir alle Formeln A, in denen y frei vorkommt, sind die Formeln der folgenden Form Axiome:
(A0) AVY(A(y) = Ay +1))) . — . VyA(y)

Axiom Pax2: t®1l=sPl—t=3s

Axiom Pax3: —(t®1)=0

Axiom Pax4: t=s—=t®l=5d1

Axiom Paxh: td0=t

Axiom Pax6: t@ (s®1)=(tds)d1

Axiom Pax7: t®0=0

Axiom Pax8: t® (s®1)=(t®s)®1

Die Menge der Axiome des Peanoschen Axiomensystems wird mit PA abgekiirzt.
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3.3 Metasprachliche Abkiirzungen

1) spezielle Terme
2:=(1a1)
3=2el)=0a)al)
usw.

allgemein definiert man fiir alle n>1:
ni=m—-1®1)

2) Kleiner-Relation
Hier gibt es in PA keine Kleiner-Relation bzw. keine Kleiner-Gleich-Relation.
Diese wird als metasprachliche Abkiirzung wie folgt definiert: (wobei x eine Variable und ¢y und ¢; Terme
sind)
to<t1:<= drtgdr=1t1
to <t : <= —|(t1 < t())
also:
to < t1: <= —|(E|Zt1+Z=t()>
Definiere: A := —(3z t; + z = 1)

Zu der Symbolmenge von PA wird das Symbol < hinzugehiigt. Das ergibt die neue Symbolmenge:
S = SU{<}

Nach dem Satz iiber die Definitionserweiterung folgt dann fiir jede Formel ¢ mit der neuen Symbolmenge
S
PAU{A} ¢ <= PAF !
wobei ! die zu ¢ zugehorige Formel ist, bei der die Ersetzung von < durch
—(3z t; + z = ty) vorgenommen wird.
Das um das Symbol < erweiterte Peanosche Axiomensystem mit PA’ bezeichnet.
Um unnétige Schreibarbeit zu vermeiden wird im Folgenden oft statt PA’ auch PA geschrieben.

3) 31 Formel

Eine ¥; Formel ist eine Formel in NNF (Negationsnormalform), was bedeutet, dass in ihr nur Negationen
= vor den Primformeln vorkommen diirfen.

AuBlerdem diirfen nur beschrinkte Allquantoren der Form Vx < ¢ vorkommen. Dabei ist t ein Term und
Va < t ¢ ist eine Abkiirzung fir Vz(z < t — ¢)

Man kann zeigen, dafl es zu jeder PA-Formel ¢ (falls ¢ einen Allquantor enthélt, mufl er beschriankt sein)
eine zu ¢ dquivalente Formel aus ¥; gibt.
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3.4 Lemmata

Das nachfolgende Axiomenschema-Lemma wird in vielen Beweisen verwendet.

3.4.1 Axiomenschema-Lemma

Wenn PAF A(0) und PAF A(y) — A(y + 1), dann PA + A(y)

Beweis. ...
PAF A(0) und PAF (A(y) » Ay +1) =
PAF A(0) und PAFVy(A(y) = Ay +1)) =
PAE A0) AVy(A(y) = Ay +1)) (%)
nach dem obigen Axiomenschema ist
(A((X AVY(A(y) = Aly +1))) . — . VyA(y)
ein Axiom, also:
PAFE (AQ0) AVy(A(y) — A(y +1))) . — . VyA(y) (%)
Aus (*) und (**) folgt:
PAFVyA(y)
also:
PALF A(y)
O

Alle Sétze der elementaren Zahlentheorie lassen sich mit dem PA und den zugehorigen Schlussweisen
ableiten. Einige davon werden hier bewiesen, andere werden nur zitiert:

3.4.2 Einige unbewiesene Lemmata
3.4.2.1
PAFzdy=ydx

3.4.2.2
PAF (z0y)@z=2® (y® 2)

3.4.2.3

PAFzi=y1ANzo=y2. = . 21D 22 =191 DY2

3.4.2.4
PAI—x1:y1—>(a:2:y2.H.xl@xgzyl@yg)

3.4.2.5
PAFrz=yANy=2.— .=z

Bemerkungen:

1) Aus den Lemmata folgen sofort weitere, wie z.B:

PAFz1 =y und PAF 2o =1y = PAFx1 Pxo=1y1 Pyo

2) Mit Hilfe der Substitutionsregel gelten diese Behauptungen auch fiir beliebige Terme, also z.B: fiir belie-
bige Terme ¢, to

PAFt1 ®ta=t2Dg
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3.4.3 einfache Folgerungen aus den Schlussregeln und Axiomen
3.43.1
PAbFxzy =y und PAF 2o =yo — PAF 21 ® 22 =y1 D 1o

3.4.3.2
PAbFz1=y1 = PAF (z2a=y2. > .21 D x2 = y1 D Y2)

Beweis. ...

Es sei:

1)

PAF z1 =y, und PA+F x5 = 19, also gibt es eine PA-Beweisfolge

vy, T =Y1, T2 = Y2, T1 = Y1 A X2 = Y2,T1 = Y1 AN X2 = Y2 — 1 D T2 = Y1 D Yo,
21D x2 =1 DY

3.4.4 Lemma Kiirzungsregel in Gleichungen

T=y<ordbz=yDdz

Beweis. (ohne)

3.4.5 Lemma
neNundn#0 = PAF-(n=0)

Beweis. (Induktion iiber die natiirlichen Zahlen)
Bn):< mneNundn#0 = PAF-=(n=0)
1) zeige B(0), also:

0eNund0#0 = PAF—(n=0)

trivial, da Voraussetzung falsch

2) Zeige: B(n) = B(n+ 1), also
n+1eNundn+1#0 = PAF-(n+1=0)
3.4.6 Lemma

neNund 0#n = PAF —(0=n)

Beweis. (Induktion tiber die natiirlichen Zahlen)
analog zum vorigen Lemma

3.4.7 Lemma
Firallenm e N PAFn+m=n®&m

Beweis. (Induktion tiber die natiirlichen Zahlen)
B(n): < FirallemeN PAFn+m=né&m
1) zeige B(0), also:

Firallem e N PAFO+m=0&m <+
Firallem e N m=m

2) Zeige: B(n) = B(n+1), also
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Firallem eN PAF(n+1)+m=n+1dm
Nach Ind. Vor gilt:
PArn+(m+1l)=ndom+1 <
PAF(n+1)+m=nodomdl <+
PAF(n+1)4+m=mnel)dm <+
PAF(n+1)+m=n+1d&m)
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3.4.8 Lemma
Firallenm e N n#m = PAF —=(n=m)

Beweis. (Induktion iiber die natiirlichen Zahlen)

B(n): < FirallemeN n#m = PAF-(n=m)
1) zeige B(0), also:

Firallem e N 0#m = PAF —=(0=m)

Dies gilt nach einem vorigen Lemma 1’

2) Zeige: B(n) = B(n+1), also

Firallem eN n+1#m = PAF-(n+1=m)

Falll: n+1>m

= n + 1 —m # 0 Nach einem vorigen Lemma folgt dann:
PAF-n+1-m=0) = PAFr-(n+1-mo&m=00m) =
PAl——\(m:ﬁl) — PAl——\(m:m)

Fall2: m>n+1

= m — (n+ 1) # 0 Nach einem vorigen Lemma folgt dann:
PAF-(m—(n+1)=0) = PAF-(m—(n+1)@en+1=00n+1) =
PAF-(m—-(n+1)+(n+1)=n+1) = PAr—-(m=n+1) =

PAF -(n+1=m)

3.4.9 Lemma

Fir alle z e Ngilt: PAFz<z+1
dh.0<1<2<..

Beweis. zeige: PAF 3z —(2@x =20 1)
PAF20z=201—20x=261
PAFz®ozxz=201— (2P x=2®1) (Ph)
PAFz201=201—3z(z®@2z=2®1) (Sub)
PAF3z(z@z=z2®1) (MP)

3.4.10 Kleiner-lsomorhismus-Lemma

Fir alleab e Ngilt: a <b=a<b

Beweis. ...

Zeige: PAF -3t b+t =a
gleichbedeutend mit : PAF Yt —b+t = a
Sei a< b.

Dann existiert ein r> 0 mit b=a+r, also:
PAFb=a® 7

Es gilt:

PAF-t®1l=0—--t®1=0

Also mit (Gv)
PAF(Vt-t®1=0)—-t®d1=0

Mit und dem Ersetzbarkeitskriterium fiir dquivalente Ausdriicke folgt:
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PAF(Vt-t®1=0)—tdlab=00adr
Durch Substitution (Sub) t/t@®r — 1 folgt:
)
)

PAF(Vt-t®l=
PAF(Vt-t®l=
Also mit (Gh)
PAF(VMt~t®1=0)—Vi-tdb=a
und damit:

PAFVt-t®b=a

6 -
0)—>—-tdb=a

3.4.11 Lemma Kiirzungsregel in Ungleichungen
PAEYaVyYVz (x <y x®z<yd2)

Beweis. (2 Richtungen)

n_y»

PAFz<y—2®2<ydz <
PAF-TJsyds=cz—>-qHydzet=cdz <<+
PAFItydzet=a®z—>dsyds==x
Es gilt aber:

PAFy®s=ax—yds==x

Mit (Ph) folgt:
PAFy®s=x—dsyd®s==x

Mit (Sub) s/t folgt:
PAFy@t=x—>3dsyds==x

also:
PAFy®t@z=c0z—3syds==x

Mit (Pv) folgt:
PAFJtydtdz=2®z. > .dsyds==x

» o
PAbz®z<y®dz—oax<y <
PAF-TJsy®z®s=cdz—>Jydt==
Es gilt aber:

PArygt=cx—-ydt=x

Mit (Ph) folgt:
PAFy®t=c—->Iydt==x

Mit (Sub) t/s folgt:
PAFy®s=xc—dtydt==x

also:

PALy®sPz=ax@®z—dtydt==xa

Mit (Pv) folgt:
PAFdsy®s®z=acdz—>dtydt==x

3.4.12 Lemma
PAbz <1< z=0

Beweis. (2 Richtungen)
77:>7’
1) zeige: PAFJtt ==
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Es gilt:

PAFt=2x—>t=x

Mit (Ph) folgt:
PAFt=2x—>3tt=x

Mit (Sub) t/x folgt:
PAFz=2x—3dtt=x

Mit Modus Ponens (MP) folgt:
PAFdtt=x

2)

PArz<l—oz=0 <

PAF (-3tlet=2z)—>2=0
Definiere dazu:

Alz)= PAF(—-Ftl1®t=2z2)—>2=0

2.1) Zeige PA = A(0), also:
PAF(-3t1@t=0)—=0=0

genligt:

PAF0=0

2.2) Zeige PA + A(n) — A(n+ 1), also:
PAF(-Ft1dt=2)—2=0.—.(FH1et=2®1) 22d1=0
PAF(-3t1ot=2)—2=0.—.(-3tt=2)—>201=0 <+
PAF(-Ft1ot=2)—2=0.—.(201=0)—IHt=x
genugt:

PAF-2®1=0—3tt==x

genugt:

PAFItt=2x

77<:77

1) zeige: PAFz=0.—.-3tlot==x

Fiir alle Terme o, 7 und alle Formeln « gilt:
Fo=7—= ¢ < ¢,

Setze: ¢ = x und 7 = 0, dann folgt:
Fz=0— (¢% < ¢2) also

Fr=0o (6o ) (%)

Mit einer Wahrheitstafel sieht man:

Flas(Ber) o 7o (@ B))

also auch speziell:

PAF(a=(Beq) = 7o (aB)

Setze: a =2 =0 und B = ¢ und v = ¢?

also ) .
Fr=0—=(p+¢2) .—. ¢ —(x=0—9)

Mit (*) folgt dann:

60— (@ =0 — ¢)

Setze: p = -t 1Pt=20 —
PAF-3t1et=0.—.(z=0—-Ft1dt=2) —
Da gilt (Axiom): PAF -3t 1 &t = 0 folgt mit (MP)
PAFz=0—-3t1ot=2
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3.4.13 Lemma
Fiir alle z>0 gilt: PAF0<Zz

Beweis. (Induktion iiber die natiirlichen Zahlen)
PAFO<z <+

PAF-Fzzer=0 <+

PARVz -z®z =0

B(z): <= PAFVz-z®z=0

Zeige B(z) fir alle z>0

1) Zeige B(1), also:

PAFVYz-1®z=0

Dies ist aber ein Axiom aus PA

2) Induktionsvoraussetzung sei B(z) und Induktionsbehauptung B(z+1)
Zeige B(z+1), also:

PAFYz—z4+102=0

Es gilt:

PAF-z®z=0—-zdz=0

Durch vordere Generalisierung (Gv) folgt:
PARVz -z2®2z=0.—.-20x=0

Durch Substitution (Sub) x/x @1 folgt:
PARVz-z2®2z=0.—>.-20201=0 =
PAFVz -Z@oz=0.—.-2+10T=0

Es gilt aber nach Induktionsvoraussetzung:
PARVz -z®z=0

Dann folgt mit Modus Ponens (MP):
PAF—z4+101=0

also:

PAFYz—24+107=0

3.4.14 Lemma

Fir alle z > 0 gilt:
PAbFn=z2—-1—-n<z

Beweis. (mit Leibnitzschem Ersetzbarkeitskriterium)
PAbn=z2-1 > n<z <=

PAbn=2-1— -Ftzdt=n <+
PAbn=z2-1 > Vi-z®dt=n <+

(denn nach dem Leibnitzschen Ersetzbarkeitskriterium folgt:
Fo=1—= A <—=to=17—>A] )
PAbFn=2-1 > Vt-zdt=2-1 <+
PAbn=2-1 =5 Viz-10ldt=2-1 <+
PAFn=2-1 = Vt-t$1=0

geniigt:

PAFVt-t®1=0 <=

PAF -t®1=0

Diese letzte Formel ist aber ein Axiom in PA
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3.4.15 Lemma

Fiir alle z > 0 gilt:
PAbFn<z—1—-n<z

Beweis. ...

PAbFn<z—-1-n<z <<=
PAF-Jtz—1®t=n—-3sz+s=n <—
PAF3Isz+s=n—FHz-—1dt=n <+
Es gilt aber:
PAFz—TI+t=n—z—-1+t=n

Durch hintere Parikularisierung (Ph) folgt:
PAFz—TI+t=n—3Fz—1+t=n
Durch Substitution (Sub) t/ 16 s folgt:
PAbz—T1+1®s=n—3IHz—1+t=n
also:

PAFz®s=n—Jtz—1+t=n

Durch vordere Parikularisierung (Pv) folgt :
PAFdsz®s=n—3z—1+t=n

3.4.16 Lemma

Fir alle z > 0 gilt:
PAFVn(n<z <> n<z—1Vn=z-1)

Beweis. (Induktion iiber die natiirlichen Zahlen)
”j”

B(z): <= PAFn<z - n<z—1Vn=2z-1
1) Zeige B(1)

PAFn<1l - n<0Vvn=0
Dies gilt nach dem vorigen Lemma.

2) Induktionsvoraussetzung sei B(z) und Induktionsbehauptung B(z+1)
Zeige B(z+1), also:

PArn<z+1 - n<zVn=z

Definiere dazu:

An) =n<z+1 - n<zZVn==2

2.1) Zeige PAF A(0) also
PAFO<z+1 - 0<zVv0=z2

Falll: z=0

zeige: PAF0O<1 — 0<0Vv0=0
geniigt: PAF0<0VvV0=0
geniigt: PAF0=0

Fall2: z >0

Nach einem vorigem Lemma gilt:
PAFO<:z =
PAFO<2V0=2 =
PAFO<z+1—-0<2Vv0=2z

2.2) Zeige PAF A(n) — A(n+ 1) also
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PAbn<z+1 - n<zVn=2z .—.n+1<z+1 - n+l<zVn+l=2
<

PAFrn<z+1 - n<zVn=2z .—.
n+l<z+1 = n+l<z—1+1Vn+l=2—-1+1
e

PAFrn<z+1 - n<zVn=2z .—.
n+l1<z®l 5> n+l<z—161Vvn+l=2-141
<

PArn<z+1 - n<zVn=2z .—.

n<z —n<z—1Vn=z-1

gentligt:

PAFn<z - n<z—1Vn=2z-1

Dies gilt aber nach Induktionsvoraussetzung B(z)

3.4.17 Oder-Endlichkeits-Lemma

Fiir alle z >0 gilt:
PAFVn(n<z.<.n=0V..Vn=2z-—1)

Beweis. (Induktion tiber die natiirlichen Zahlen)

Es gilt:
PAFVR(n<Zz.<.n=0V..Vn=2z-1) <+
PAFn<z.+.n=0V..Vn=z—-1

Es geniigt also zu zeigen:
PAFn<z.&.n=0V..Vn=2z-1

Definiere:

B(z):<= PAFn<z.+.n=0V..Vn=2z—1

1) Zeige B(1) also
PAFn<1l.+<.n=0
Dies gilt nach einem vorigen Lemma.

2) Induktionsvoraussetzung sei B(z) und Induktionsbehauptung B(z+1)
Zeige B(z+1), also:

PArn<z+1.&.n=0V..Vn=1z2

Es gilt Mit der Induktionsvoraussetzung B(z):
PArn<z.<.n=0V..Vn=2z—-1 =
PAFn<ziVn=z.+.n=0V.Vn=z—-1Vn=2z

Mit einem vorigen Lemma folgt:
PAFrn<z+1.&.n=0V..Vn=z—-1Vn==z

3.4.18 All-Endlichkeits-Lemma

Fiir alle z2>0 gilt:
PAFVn(n<z— ¢) < Firalleamit 0 <a < z—1 gilt: PA F ¢2

andere Schreibweise:

PAFVn(n<Zz—¢) < PAF ¢0 und ... und PA + ¢7 1
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Beweis. (2 Teile)

n_y»

Es sei: PA FVn(n <z — ¢)

= PAFn<z—¢

Es gilt aber das Oder-Endlichkeits-Lemma, also
PAF(n=0V..Vn=z—-1)<n<z also
PAF(n=0V..Vn=2z-1)—¢

Daraus folgt mit Substitution: )
PAF(O0=0V..V0=2z—-1)—¢°

und ... und
PAF(z=1=0V..Vz—1=2z-1)—= ¢!
:> —

PAF ¢ und..und PAF¢>!

»
1)

Nach dem Substitutionskorrolar, also gilt:
-l > (=T ¢)

Setze: T = 0,7 = 1,T = 2, usw, dann folgt:
PAF ¢ = (n=0- ¢)
PAF(b?ll—)(n:i—)qﬁ)

PAF T 5 (n=7"T=4¢)

2)

Es sei: PAF ¢ und ... und PA F ¢Z 71

Mit dem Substitutionskorrolar, also folgt dann:
PAFn=0—¢und.. undPAFn=2—-1-—=¢
= PAFn=0—=¢A .. An=2z—-1-=0¢

= PAF(n=0V .. Vn=2-1)—¢

Es gilt aber:

PAF(n=0V .. Vn=2z-1)+n<z

= PAFn<z—¢

= PAFVn(n<z—9)
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3.5 PA-Wahrheit und Beweisbarkeit

3.5.1 Definition

31- Formeln sind PA-Zeichenfolgen, die man durch endlichmalige Anwendung der folgenden Regeln erhalten
kann:

1) Jede Primformel ist eine ¥;-Formel.

2) Wenn « eine Primformel ist, dann ist -« eine ¥;-Formel.

3) Sind a und 8 ¥;-Formeln, dann ist auch o A 8 eine 3;-Formel.

4) Sind « und S ¥1-Formeln, dann ist auch o V 3 eine ¥1-Formel.

5) Wenn « eine ¥;-Formel ist, dann ist auch 3z « eine ¥;-Formel.

6) Wenn « eine ¥1-Formel ist, dann ist auch Va < t — « eine Xj-Formel.

Der in der Formel verwendete Allquantor nennt man beschriankten Allquantor.
Die Formel ist eine Kurzschreibweise fiir:

Wenn « eine ¥;-Formel ist, dann ist auch Vz (v <t — «a) eine ¥;-Formel.

3.5.2 Hauptsatz
Fiir jede X3- Formel ¢ gilt: ME¢ = PAFp

Bemerkung;:
Aus der “Wahrheit “einer Formel bzgl. des Standardmodells 91 von PA kann also auf die Beweisbarkeit
geschlossen werden.

Beweis. (mit vielen Unterbahauptungen)
Zeige obige Behauptung B fiir alle Formeln « und £:
1) Fiir jede Primformel « gilt B(«)

)
3) B(a) und B(8) = B(a A p)
4) B(a) und B(8) = B(a V )
5) B(o) = B(3z «)
6) B(a) = B(Vz <t — «)
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3.5.2.1 Unterbehauptung 0

Voraussetzungen:
z1€Nund 22 € Nund z3 € N
Behauptung:

214 22=23 = PAF21®22=23

21%22=23 = PAF21®22=23

Unterbeweis: (Induktion tiber z1 € N)

B(zl): & fiir alle z2 € N, fiir alle z3 € N gilt:

21422=23 = PAF21®22=23

zeige:

1) zeige B(0)

geniigt: 0+ 22 =23 = PAF0®22 =23

esgilt: 0422 =23 = 22=123 = PA F22=23 = PA F0®22=123

2) Induktionsvoraussetzung: B(z1), also fiir alle z2 € N | fiir alle z3 € N :

214+ 22=23 = PAF21®22=23

zeige Induktionsbehauptung B(z1+1), also fiir alle z2 € N | fiir alle z3 € N :
(2141)+22=23 = PAF 21 +1®22=123

es gilt aber:

(z141)+22=23 = 214+ (2241)=23

also nach Induktionsvoraussetzung;:

PA F21®22+1 =23 = PA Fz2Ilp(22®1) =23 = PA 21 (1822 = 23
PA F(I®ol)®22=23

3) Analog fur ®
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3.5.2.2 Unterbehauptung 1

Fiir alle Terme T, fir alle z € N, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{zo, ...,z } D frei(T = 2) gilt:
N = (T = 2)[h(xg), ..., h(zn)] = PAF (T = z)(h(xg), ..., h(zy))

Unterbeweis:: (Induktion tiber Terme T)
Es geniigt die Behauptung zu zeigen fiir: {zo, ..., z,} = frei(T = z)

B(T): & Fir alle z € N, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{0, ..., xn} = frei(T = 2) gilt:
JE(T =2 = PAF (T =Zz)(h(x), ..., h(zy))

1) zeige B(T), wobei T eine beliebige Variable ist, d.h. T = v;, zeige also:
Fiir alle z € N, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{v;} = frei(v; = 2) gilt:
JE (vi=2) = PAF (v; = 2)(h(v))
Es sei: frei(v; = 2) = {v;} und J |= (v; = 2)
= J(v;) =73(2) = h(v;) =2 = PAF (h(v;) =2) =
PAF (v; = 2)(h(v))

2) zeige B(T) wobei T =0 oder T = 1
a) geniigt zu zeigen: J = (0 =2) = PAF(

il
||
\_/

essei: TE(0=2) = 0=2 = PAI—(O:E)
b) genﬁgt zu zeigen: J = (1=2) = PAF (1=2)
essei: TE(1=2) = 1=2 = PAF(1=2)

3) Zeige: B(T1) und B(T2) = B(T1 & T2)
Zeige B(T1 @ T2), also
Fiir alle z € N, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{0, ...,z } = frei(T1 ® T2 = 2) gilt:
JE(TleT2=%2) = PAF(T1®T2=2z)(h(v),..., h(vn_1))
Essei: J = (T1¢ T2 =2)
= J(T1) +3(T2) =3(2) = JI(T1)+I(T2) = z, also folgt mit mit [3.5.2.1]
PAF3(T1) @ J(T2) =z, also folgt durch Substitution mit le
PAF 3T (h20), - W(@n)) & JTD) (h(0), - hlwm)) = Z(h(z0), -, B@m)) (%)
Auflerdem gilt:
{iy, oy wi, } i =1rei(T1 =3(T1)) C frei(T1 & T2 = 2)
{xjy, .z} = frei(T2 =3(T2)) C frei(T1 ® T2 = z)
3= (T1=3(T1) und 3 = (T2 = 3(T2)
also mit Ind.Vor:
PAF (T1=3(T1))(7i, ..., Ti,) und
PAF (T2=3(T2))(Zj, ..., T5,)
_—
PAF (T1=3(T1))(h(z0), ..., h(zn)) und PAF (T2 = 3(T2))(h(x0), ..., h(xy))
—
PAF T1(h(xo),..., h(zy)) = I(T1)(h(x0), ..., h(xy)) und
PAFT2(h(xg),....;h(xy)) = I(T2)(h(x0), ..., h(zy))
_—
PAF T1(h(x0), ..., h(zn)) ® T2(h(x0), ..., h(zn)

J(T1)(R(x0), ... h(zn)) ®I(T2)(A(x0), ..., h(p)) ()

—
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Aus (*) und (**) folgt:

Pf(lilijl(h(a:o), vy h(zy)) ® T2(h(x0), ..., h(zy)) = Z(h(z0), ..., h(xy))
und damit:

PAF (T1® T2 = 2)(h(zo), ..., h(zy,))

4) analog mit ®

Unterbehauptung 1’:

Fiir alle Terme T, fir alle z € N, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{zo, ..., zn} D frei(T = 2) gilt:

NE (z=T)[h(xo), ..., (z)] = PAF (Z=T)(h(x0),.... h(zy))

Unterbeweis: analog Unterbehauptung 1
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3.5.2.3 Unterbehauptung 2

Fiir alle Terme T, fir alle z € N, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{z0, ...,z } D frei(T = v;) gilt:
N = (T = v;)[h(x0), ..., h(zn)] = PAF (T =v;)(h(xg), ..., h(zy))

Unterbeweis: (Induktion tiber Terme T)

Es geniigt die Behauptung zu zeigen fiir: {zo, ..., z,} = frei(T = v;)

B(T): & Fiir alle Variablen v;, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{0, ..., xn} = frei(T = v;) gilt:

JE (T =v) = PAF (T =v;)(h(xg), ..., h(xy))

1) zeige B(T), wobei T eine beliebige Variable ist, d.h. T= vy, zeige also:
Fiir alle Variablen v; , fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus

{vk, vi} = frei(vy, = v;) gilt:

Tk (o =) = PAF (v = v;)(h(v;))

Es sei: frei(vg = v;) = {vg, v;} und T = (v = v;)

= J(vg) =T(vi) = h(vg) = h(vi) = PAtF (h(vg) = h(v;)) =
PAF (v = vi)(h(vr), h(vi))

2) zeige B(T) wobei T =0 oder T =1
Fiir alle Variablen v; , fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{vi} = frei(0 = v;) gilt:

0 .
Es sei: T = (0 =v;) = 3(()) =J(v;) = 0=nh(v;) = PAF (0= h(v))
— PAF ((_) = Ul)<h('l}z))
b) Analog fiir T= 1

3) Zeige: B(T1) und B(T2) — B(T1& T2)

Zeige B(T1 @ T2), also

Fiir alle Variablen v;, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{0, ..., xn} = frei(T1 & T2 = v;) gilt:

JET1eT2=v) = PAF (T1®7T2=v;)(h(zo),..., h(zy))
Essei: T (T1® 12 =)

= J(T1)+3(T2) =3(v;) = I(T1)+3(T2) = h(v;)

= PAFJ(T1)®3(T2) = h(v;) = (mit Substitution (SR6))
PAF3(T1)(h(x0), ..., h(xy)) & I(T
PAF3(T1)(h(x0), ..., h(zy)) ® I(T
(Beachte: aus {xq, ..., zn} = frei(T'1
Auflerdem gilt:

{iy, ooy i} i =1frei(T1 =3(T1)) C frei(T1 ® T2 = v;)
{xj,,...,xj, } = frei(T2 j(T ) C frei(T1 @ T2 = v;)
JET1=3(T1) und J = (T2 =3(T2)

also mit [3

2) (o)
2)(h(xo), . h(xn)) = vi(h(20), ..., h(2n))
&T2 = ) folgt v; € {xo,....,zn})

PAF T1(h(xo), ..., h(xy)) = I(T1)(h(x0), ..., h(xy)) und
PAF T2(h(x0), ..., h(zyn)) = I(T2)(h(x0), ..., h(zy))
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.
PAF T1(h(x0), ..., h(2n)) @ T2(h(x0) ),...,h(xn)):

J(r )( (20), -+ () © I(T2)(h(20), ., h2n))  (*F)
Aus (**) und (*) folgt

PAFT1(h(xg), ..., h(xy)) & T2(h(xg), ,m) = v;i(h(zg), ..., h(zy))
und damit:
PAF (T1® T2 = v;)(h(xg), ..., h(xy))

4) analog mit ®

Unterbehauptung 2’:

Fiir alle Terme T, fir alle z € N| fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{zo, ..., zn} D frei(T = v;) gilt:

N = (v =T)[h(xg), ..., h(zp)] = PAF (v; =T)(h(xg), ..., h(zy))

Unterbeweis: analog Unterbehauptung 2
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3.5.2.4 Unterbehauptung 3

Fiir alle Terme T, S, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{0, ..., xn} D frei(T = v;) gilt:
N = (T =59)h(xg),...,~h(xn)] = PAE (T = 95)(h(xg),..., h(xy))

Unterbeweis: (Induktion tber Terme T)
Es geniigt die Behauptung zu zeigen fiir: {z, ..., z,} = frei(T = S)

B(T): & Fiir alle Terme S, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{z0, ...,z } = frei(T = 5) gilt:
JE(T=S) = PAF(T=S)(h(xo), ..., h(zn))

1) zeige B(T), wobei T eine beliebige Variable ist, d.h. T = v;, zeige also:
Fiir alle Terme S, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{z0, ..., xn} = frei(v; = ) gilt:
JE(v=8) = PAF (v; =8)(h(xg), ..., h(xy))
Dies gilt nach Unterbehauptung 2’

2) zeige B(T) wobei T =0 oder T = 1
Fir alle Terme S, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{20, ..., Ty} = frei(0 = ) gilt:
ITE(0=25) = PAF (0= 5)(h(z), ...,
Dies gilt mit Unterbehauptung 1’ mit z =
b) Analog fiir T=1

h(zn))
0

3) Zeige: B(T1) und B(T2) = B(T1& T2)
Zeige B(T1 & T2), also
Fiir alle Terme S, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{zo,...,zn} =frei(T1 & T2 = 5) gilt:
TET1eT2=S) = PAF (T1eT2=.8)(h(xg), ..., h(xy))
Essei: = (T1®T2=025)
= J(T1)+3(1T2)=3(S) = PAFJI(T1)a@3(12)=3(5) =
PAF3(T1)(h(xg), ..., h(zn)) @ I(T2)(h(x0), ..., h(xn)) = T(S)(h(z0), ... h(zn)) (%)
Auflerdem gilt:
{iy, oy wi,} i =1rei(T1 =3(T1)) C frei(T1 T2 = S)
{xjy, ..z, } = frei(T2 =3(T2)) C frei(T1® T2 = 5)
{Zhyy ooy Th } = fre1( =73(9)) Cfrei(T1eT2=15)
JETI=3(T1)und J = (T2=73(T2)) und J = (S =3(9))
also mit Ind.Vor:
PAR(T1=3(T1))(%i, ..., Ti,) und
PAF (T2 =3(T2))(z};, ..., T;.) und mit
PAF (S =73(9)(Tk, -, Th,)

~— —
—

—

PAW (T1 =73(T1))(h(xo), ..., h(x,)) und

PAF (T2 =73(T2))(h(x0), ..., h(zy)) und

PAF (S =73(8))(h(x0), ..., h(zn))

=

PAFT1(h(xg), ..., h(xy)) = I(T1)(h(xo), ..., h(xy)) und
PA ' T2(h( h(x,)) = 3(T2)(h(xo), ..., h(zy)) und
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—

PAF T1(h(xg), ..., h(wy)) © T2(h(x0), ..., h(zy)) =
I(T1)(h(xo), ..., h(xn)) @ I(T2)(h(x0), ...,

Aus (**) und (*) folgt: -

PAF T1(h(x0), ..., h(zn)) ® T2(h(x0), ..., h(zy)) = J(S)(h(x0), ..., h(zn))

Mit (x) folgt:

PAF T1(h(x0), ..., h(2n)) ® T2(h(x0), ..., h(zn)) = S(h(x0), ..., h(zn))

also:

PAF (T18T2 = S)(h(xq), ..., h(xn))

4) analog mit ®
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3.5.2.5 Unterbehauptung 4

Fiir alle Terme T, fir alle z € N, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{zo, ...,z } D frei(=T = Zz) gilt:
N = (T = 2)[h(xo), ..., h(zn)] = PAF (T = 2)(h(xg), ..., h(zy))

Unterbeweis:: (Induktion tiber Terme T)
Es geniigt die Behauptung zu zeigen fiir: {xo, ..., z,} = frei(—1 = 2)
B(T): & Fir alle z € N, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{z0, ..., xn} = frei(-T = 2) gilt:
JE-(T=%2) = PAF (T =2)(h(zo), ..., h(zy))

1) zeige B(T), wobei T eine beliebige Variable ist, d.h. T = v;, zeige also:
Fiir alle z € N, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{vi} = frei(—w; = 2) gilt:
JE-(vy=%2) = PAF (v, =Z)(h(v;))
Es sei: frei(—v; = 2) = {v;} und J = =(v; = 2)
= J(v;) #3(2) = h(v;) # 2
Daraus folgt mit
PAF —(h(vi) =2) = PAF =(v; = 2)(h(v;))

2) zeige B(T) wobei T =0 oder T = 1
a) geniigt zu zeigen: J = ~(0=2) = PAF -
essei: TE-(0=2) = 0#2z = PAF (0
1

ol
I

(0=2)

2)

Iy
~

b) geniigt zu zeigen: J = ~(1 = 2) = PAF
essei: TE—(1=2) = 1#2z = PAF —~(

=
N I

)

3) Zeige: B(T1) und B(T2) = B(T1 & T2)
Zeige B(T1 @ T2), also
Fiir alle z € N, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{zo, ..o,z } = frei(-T1 & T2 = z) gilt:
TE-(T1®T2=12) = PAF~(T1®T2=2%2)(h(x), ..., h(x,))
Essei: I E~(T1@ T2 =2)
= J(T1)+3(1T2)#3(2) = JI(T1)+3(12) # = = PAF~(3(T1)+3(1T2) = %)
Also folgt (’Addition von nat. Zahlen ist beweisbar’) mit
PAF-(3(T1)®3(12) = 2)
= PAF =(3(T1)(h(x0), ..., h(zpn)) ® I(T2)(h(x0), ..., h(zpn)) = Z(h(z0), ..., h(xyn))) ()
Auflerdem gilt:
{@iy, oy i, } o= frei(T1 =3(T1)) C frei(-T1® T2 = 2)
{zj, .z} = 1frei(T2 = 3(12)) C frei(-T1 0 T2 = 2)
3 (T1=3(T1) und 3 |= (T2 = 3(12)
also mit [3.5.2.2]:
PAF(T1=3(T1))(%i, ..., Ti,) und
PAF (T2 =173(T2))(zj,,....T;j,)
also folgt mit mit Substitutionskorollar
PAF (T1 =13(T1))(h(xo), ..., h(zy)) und
PAF (T2 = 3(T2))(h(zo), ..., h(xy))
_—
PAFT1(h(x0),....,h(zy)) =T3(T1
PAF T2(h(xo), ..., h(xn)) =3
_—

(=
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PAF T1(h(zo), ..., h(zn)) @ T2(h(x0), ...

T )( 20). s (@) & 3(T2) (h(0). -
Aus (**) u folgt

Pf(lilziﬂ( (h 0)s ooy D(0)) ® T2(h(xg), ..., h(xy)) = Z(h(x0), ..., h(24)))
und damit:

PAF ~(T1® T2 = 2)(h(x0), ..., h(zn))

4) analog mit ®

Unterbehauptung 4:
Fiir alle Terme T, fir alle z € N| fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{0, ..., xn} D frei(—(z =T) gilt:
NE-(z=T)h(xy),...,h(xy)] = PAE =(z2="T)(h(xg),..., h(xy))

Unterbeweis:: analog Unterbehauptung 4
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3.5.2.6 Unterbehauptung 5

Fiir alle Terme T, fir alle z € N, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{zo, ...,z } D frei(=T = v;) gilt:
N = (=T = v;)[h(xg), ..., h(zn)] = PAF (=T =v;)(h(xg), ..., h(xy))

Unterbeweis:: (Induktion tiber Terme T)
Es geniigt die Behauptung zu zeigen fiir: {xo, ..., z,} = frei(=T = v;)

B(T): & Fiir alle Variablen v;, fur alle Belegungen h und alle Variablen aus
{0, ..., xn} = frei(=T = v;) gilt:
JE(-T=v) = PAF (=T =v;)(h(xg), ..., h(zn))

1) zeige B(T), wobei T eine beliebige Variable ist, d.h. T = vy, zeige also:
Fiir alle Variablen v; , fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{vg, v;} = frei(—v, = v;) gilt:
J li —|(’Uk = ’UZ') — PAF —|(vk = vz)(h(vz))
Es sei: frei(—v, = v;) = {vg, vi} und J = (v = v;)
= J(vg) # I(v;) = h(vg) # h(v;) = PAF —=(h(vg) = h(v;)) =
PAF —(vg = v;)(h(vg), h(v;))

2) zeige B(T) wobei T =0 oder T =1 , zeige also:
Fiir alle Variablen v; , fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{v;} = frei(=0 = v;) gilt:
T (0= u) = PAF (0= 0) ()
Essei: I ~(0 =v;) = J(0) # J(v;) = 0+#h(v;) = PAF —(0=h(v))
= PAF —(0=v;)(h(v;))
b) Analog fiir T=1

3) Zeige: B(T1) und B(T2) = B(T1® T2)
Zeige B(T1 @ T2), also
Fiir alle Variablen v;, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{zo, .o,z } = frei(=T1 ® T2 = v;) gilt:
TE-(T1®T2=v) = PAF=(T1®T2=v;)(h(x),..., h(x,))
Essei: TE~(T1®T2=v;) =

IT1) +3(T2) # (i) = I(T1) +I(T2) # hiv;) —

PAF=(3(T1)+3(T2) = h(v;)) =

PAF -(3(T1) & 3(T2) = h(v;)) —

PA V- ~(3(T0) (W(z0), -, W) ® TAD)(AE0), -, i) = W) (h(70), s ) =
PA <30T (h(0), - hn)) © I(T2) (h(0)s - hin)) = 0i(h(z0), - h(n)))
Auflerdem gilt:

{@iy, oy wi,} = frei(T1 = 3(T1)) C frei(-T1® T2 = v;)

{2y, .yxj,} = frei(T2 = 3(172)) C frei(-T1 & T2 = v;)

JE(T=3T) wd I (12=7

also mit 3.5.2.2]

PAF (T1=3(T1))(Z%, ..., T5,) und PAF (T2 =3(T2))(%5,, ..., Tj,)

—

PAF (T1=73(T1))(h(z0), ..., h(xy)) und PAF (T2 = 3(T2))(h(x0), ..., h(zy))
—
PAFT1(h(z0), ..., h(zn)) =T

PAF T2(h(x0), ..., h(zyn)) = I(T2)(h(x0), ..., h(zy))
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—

PAF T1(h(xg), ..., h(wy)) © T2(h(x0), ..., h(zy)) =
J(T1)(h(w0), ..., h(zn)) @ I(T2)(h(20), -, h

Aus (**) und (*) folgt mit [2.4.2.5}

PAF —~(T1(h(z0), ..., h(zn)) & T2(h(z0), ..., h(xn)) = vi(h(T0), ..., h(x1)))

und damit:

PAF ~(T1® T2 = v;)(h(zq), ..., h(n))

4) analog mit ®

Unterbehauptung 5:
Fiir alle Terme T, fir alle z € N| fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{z0, ...,z } D frei(—w; = T) gilt:
N = (—v; =T)[h(xg), ..., h(z,)] = PAF (-v; =T)(h(xg), ..., h(xy))

Unterbeweis:: analog Unterbehauptung 5

95



3 Peano

3.5.2.7 Unterbehauptung 6

Fiir alle Terme T, S, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{zo, ..., zp} D frei(=T = 5) gilt:
NE= (T =9)h(xg), ..., h(xy)] = PAE (T = 95)(h(x0), ..., h(xy))

Unterbeweis: (Induktion tiber Terme T)
Es geniigt die Behauptung zu zeigen fiir: {z, ..., z,} = frei(=T = 5)

B(T): & Fiir alle Terme S, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{z0, ..., xp} = frei(=T = S) gilt:
TE-(T'=S) = PAF (T = S)(h(zo), ..., h(xy))

1) zeige B(T), wobei T eine beliebige Variable ist, d.h. setze T = v; , zeige also:

Fiir alle Terme S, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{z0, ..., xn} = frei(—v; = 9) gilt:

JE(vi=5) = PAF —=(v; = 95)(h(xo), ..., h(zn))

Dies gilt nach Unterbehauptung 5’

2) zeige B(T) wobei T= 0 oder T= 1
a) Fiir alle Terme S, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{JJO, ey Ty } = frei(=0 = ) gilt:

I 0=5) = PAF 0= 5)(h(z0), ... A(wn))
Dies gilt mit Unterbehauptung 4’ Setze dort z=0
b) Analog fiir T=1

3) Zeige: B(T1) und B(T2) — B(T'1& T2)
Zeige B(T1 & T2), also
Fiir alle Terme S, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{zo,...,zn} = frei(-T1 @ T2 = S) gilt:
TE-(T1®T2=S) = PAF~(T1®T2= S)(h(x),..., h(x,))
Essei: T -~(T1®T2=25)
= J(T1) + 3(T2) # 3(5) Es folgt mit Lemma [3.4.8]
PAF =(3(T1) ®3(T2) =3(5)) =
PAF =(3(T1)(h(xo), ..., h(zn)) & I(T2)(h(x0), ..., h(xy)) = T(S)(R(x0), ..., h(zy)))

Auflerdem gilt:
{iy, .y wi, } =1frei(T1 =3(T1)) C frei(-T1 & T2 = 5)
{xjy, .oz, } = frei(T2 =3(T2)) C frei(-T1® T2 = S5)
{kys ooy 2p, } = frei(S =T3(9)) C frei(-T1®T2=19)
JTET1=3(T1)und J = (T2=73(T2)) und J = (S =73(9))
also mit Unterbehauptung [3.5.2.2]
PAF (T1=3(T1))(z4;, ..., Ti,) und
PAR(T2=3(T 2))(x]1,. ,T;,) und
PAl_(S:j(S))(:Elﬂv 5)

—
PAF (T1=3(T1))(h(x0), ..., h(zy)) und
PAF (T2=73(T2))(h(xo), ..., h(zy)) und

PAFT1(h(xo), ..., h(zyn)) = I(T1)(h(x0), ..., h(zy)) und
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PAF S(h(xo), ..., h(zn)) = T(S)(h(z0), ..., h(xn)) (%)

Es folgt aus Lemma [3.4.3.1]

PAFT1(h(x0), -, h(zn)) ® T2(h(z0), ..., h(zy)) =
J(T1)(h(zo), ..., h(xy)) & I(T2)(h(x0), ..,

Aus (*) und (**) folgt: L

PAF —~(T1(h(x0), ..., h(zn)) ® T2(h(x0), ..., h(zyn)) = T(S)(h(x0), ..., h(xy)))

Mit (x) folgt: - L

PIA F=(T1(h(z0), ..., h(n)) ® T2(h(z0), ..., W) = S(h(x0), ..., h(x1)))

PA 'I— ~(T1® T2 = 8S)(h(xg), ..., h(xy))

4) analog mit ®
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3.5.2.8 Unterbehauptung 7

Definiere:

B(p) i<  Fir alle Formeln ¢, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{0, ..., zp} = frei(p) gilt:

(‘ﬁ, h‘) ): Y = PAF ¢(h(x0)v 7h($n>)

Behauptung:
Fiir alle Formeln a und 3 gilt:
B(a) und B(8) = B(a A p)

Unterbeweis:

Es sei B(a) und B(p)

Zeige B(a A B) , also

Fiir alle Formeln a A 8, fir alle Belegungen h und alle Variablen aus

{z0, ..., xn} = frei(a A B) gilt:

(M h) Eanp = PAF (aAB)(h(xg),..., h(x,))

Es sei: (O, h) EaAp

= Mh)EFaundIE=p

also mit den Voraussetzungen

PAF a(h(zi,), ..., h(x;,) wobei {x;,,...,x;,} := frei(a) C frei(a A B) = {x¢, ...,z } und
PAVF B(h(xj,), ..., h(xj,) wobei {x},,...,z; } = frei(8) C frei(a A B) = {x0, ..., zn}
.

PAF a(h(xg), ..., h(zy)) und

PAF B(h(xg), ..., h(xy))

:> JE—

PAF a(h(xo), ..., h(zn)) A B(R(z0), ... h(zn))

_

PAF (aAB)(h(xg), ..., h(xy))
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3.5.2.9 Unterbehauptung 8

Definiere:

B(p) i<  Fir alle Formeln ¢, fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{0, ..., zp} = frei(p) gilt:

M, h) = = PAF o(h(xo), ..., h(xy))

Behauptung:
Fiir alle Formeln a und 3 gilt:
B(a) und B(8) = B(a V p)

Unterbeweis:
Es sei B(a) und B(f3)
Zeige B(a V ) , also
Fiir alle Formeln a VvV g , fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{0, ..., xn} = frei(a V 5) gilt:
M, h) EavpB = PAF (aVpB)(h(zo),.... h(zy))
Es sei: (M,h) EaV
= (M,h) = a oder (M, h) =7

also mit den Voraussetzungen:

PAF a(h(zg,), ..., h(z;,) wobei {xi,, ...,z } = frei(a) C frei(a A B8) = {zo,...,zn} oder
PAF B(h(xj,), ..., h(xj,) wobei {x},...,z;,} = frei(B) C frei(a A B) = {x0,...,xn}

_—

PAF a(h(xg), ..., h(xy,)) oder
PAF B(h(xo), ..., h(zn))

Es gilt aber:
Pfilk alh(xo), ..., h(xy)) = PAF (a(h(xg)),..., h(xn)) V B(h(x0), ..., A(xy)))
PAF B(mv 7%) — PAF (Oé(h(l’o)), ) h(wn)) v ﬁ(h(:EO)a ) h(xn)))
.

PAF (a(h(xo)), ... h(zn)) V B(R(z0), ...y h(z0)))

z [E— [

PAF (aV B)(h(zo),.... h(zy))
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3.5.2.10 Unterbehauptung 9

Definiere:

B(p) ;&  Fiir alle Formeln ¢ , fiir alle Belegungen h und alle Variablen aus
{0, ..., zp} = frei(p) gilt:

M, h) = = PAF o(h(xg), ..., h(zn))

Behauptung:
Fir alle Formeln ¢ und alle Variablen x gilt:
B(p) = B(3zyp)

Unterbeweis:
Es geniigt die Behauptung zu zeigen fiir: {xg, ..., z,} = frei(3zp)

Es sei: (O, h) | Jzp
— esexistiert eina € N (9, h%) =@
Falll: z € frei(y)
Nach Definition einer freien Variablen gilt:
frei(3ze) = frei(p) \ {z}, also:
frei(p) = frei(Bzp) U{z} = {z0, ..., Tp, 2}
frei(¢) = frei(Jz) U{z} = {x0, ..., zn, z}
Dann gilt nach Voraussetzung:
PAF o(Ri(w0) s 15 (), 1 ()
= PAF o(h(xop), ..., h(xy,),a)
= PAF (o(h(xo), ..., h(xy)))E
Mit dem Substitutions-Existenz-Lemma folgt:
PAF 3zo(h(zo), ..., h(zy))

Fall2: x & frei(y)

es gilt wieder: frei(3xy) = frei(p) \ {z}, also:

frei(¢) = frei(Jzyp)

Dann gilt nach Voraussetzung:

PAF o(Ra(r0), .., B4 ()

Da x ¢ frei(y) gilt auch auch:

= z ¢ frei(p(h(zo), ... h(zn))))

Nach dem dem Nicht-Frei-und-Aquivalent-Lemma [2.4.10| folgt dann:
— b @(h(0)s o hen)) © Fogp(h(@), - ()

= PAF Jzp(h(zo), ..., h(zn))
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3.5.2.11 Unterbehauptung 10

Definiere:

B(x <y — ¢) :&  Fur alle Formeln ¢, fiir alle Variablen x, y, fir alle Belegungen h und alle Variablen
aus {zg,...,zp} = frei(z < y — ) gilt:

MhEz<y— ¢ = PAF (z<y— ¢)(h(zg),....h(xyn))

Behauptung:
Fir alle Formeln ¢ und alle Variablen x gilt:

Blx <y— )= B(Va(z <y — ¢))

Unterbeweis:

I) Beweishilfslemma:

Fiir beliebige Mengen A, B, C gilt: A=B\Cund CCB=B=AUC

IT) Hier (unter II) gilt generell die folgende Voraussetzung:

{0y ..., 2} =frei(Vz(z <y — ¢))

)

Es folgt aus der Definition der Substitution:

{z} C frei(z <y — ¢ und frei(Ve(z <y — ¢)) = frei(z <y — ¢) \ {z}

Mit 1a) folgt dann:

frei(z < y — )= frei(Ve(z <y — ¢)) U {z} = {z0, ..., Tn, T}

Also: frei(z <y — ¢) = {xo, ..., Tn, T}

2)

Es folgt aus der Definition der Substitution:

{0, ..., xn }=frei(Ve(z < y — ¢)) = frei(z <y — @) \ {z}=

({2, y}U frei(p)) \ {ob= ({9} \ {oh)U (frei() \ {z})= {y}U (frei() \ {z})
Also: y € {zg,...,zp}

3)

(Va(z <y = ) (h(z0), ... h(@n)) =
Va(z < y(h(zg), ..., h(xn)) — @(h(zo)
Vl‘(.%’ < h(y) - gO(h(.CI}(]), e h(xn))

§y
8
3
=
I

(day € {zg,....,xn})

III) zum eigentlichen Beweis:
Es geniigt die Behauptung zu zeigen fiir: {zg, ..., z,} = frei(Va(z < y — ¢))

Zeige: B(Vz(x <y — ¢))

Es seien: x, y beliebige Variablen, ¢ eine beliebige Formel, h eine beliebige Belegung und
xg, ..., Tp, beliebige Variablen mit {zo, ..., x,} = frei(Vaz(z < y — ¢)) und

(M, h) =Ve(z <y — @)

Nach Definition folgt dann:

firallea e N (LAY E(z<y— )

Da nach 1) gilt: frei(zx <y — ¢) = {zo, ..., Tn, x}, folgt mit der Induktionsvoraussetzung fiir alle a € N :
PAF (x <y — ¢)(h&(zo), ..., h&(zpn), he(z)) =

PAF (x <y — ¢)(h(z0),.... h(zp),a)

Nach Definition der Substitution folgt dann mit II 1):

(x <y = @)(h(z0), ..., h(zn),a) =

a < h(y) = ¢(h(xg), ..., h(xy),a)

Deshalb folgt:

PAF a < h(y) — o(h(xo), ..., h(zn),a)

Fir alle a € N mit a < h(y) gilt nach dem Kleiner-Isomorphismus-Lemma

PA Fa < h(y)

Also gilt fiir alle a < h(y):
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PAF ¢(h(xg), ..., h(zy,), @)

Da nach dem Substitutionslemma 5 gilt: ¢(h(zo), ...,

also folgt fiir alle a < h(y):

PAF (p(h(0), .., h(2n))), ()

Mit dem All-Endlichkeitslemma [3.4.18| folgt dann:
PAF Vz(x < h(y) — ¢(h(xo), ..., h(zy)))

Mit 3) folgt dann:
Va(z <y — ¢)(h(xo), ..., h(zy)) =
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3.6 Zusammenhang: Peano und Goldbach

Das néchste Ziel ist es, die Negation der Goldbachschen Vermutung als eine 3; Formel zu formulieren.

Dazu macht man die Abkiirzung:
Pp ist eine Abkiirzung fiir die Formel (und intendiert p ist Primzahl)

Vi<pVj<pp=i®j—i=pVi=1)

3.6.1 Negation der Goldbachschen Vermutung formalisieren

1)
GC ist eine Abkiirzung fiir die Formel (und intendiert die Goldbachsche Vermutung)
Vndp<2@n®53¢<2@nd5(-20nd4d=p®dgA-PpA-Pq)

nonGC ist eine Abkiirzung fiir die Formel (und intendiert die Negation der Goldbachschen Vermutung)
InVp <20nd5Vg<2@nd5 (2@nd4=pdqV -PpV -Pq)

Damit gilt:

PA + (nonGC < - GC)  also

PAF nonGC <= PAF-GC also

PA | E nonGC <= PA|E-GC also

PA | E nonGC <= Fiir jedes S-Modell 9t von PA gilt: (M | = - GC) also

PA | E nonGC <= Fiir jedes S-Modell 9t von PA gilt: nicht (M | = GC)  (*)

Des Weitern gilt:

PA | F (nonGC < = GC)  also

PA | = (nonGC < = GC)  also

Fiir jedes Modell 9t von PA gilt: M | = (nonGC + -~ GC) also

Fiir jedes Modell 9t von PA gilt: (9 | E nonGC) <— (M| = - GC) also

Fiir jedes Modell 9t von PA gilt: (9 | = nonGC) <= nicht (M | = GC) bzw. anders formuliert:
Fir jedes Modell 9t von PA gilt: (9 | E = nonGC) <— (M| = GC)  (**)

3)

nonGC ist damit ausfiihrlich geschrieben:
InVp<2@n®d5Vq<2@nd5(-2@n®d=pdHq)V
Vi<pVi<pp=i®j—i=pVi=1))V
-(Vi<qVi<qg=i®j—i=qVi=1)))

und damit ist nonGC eine X1 Formel.
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3.7 Satz: GC unabhangig von PA und PA wahr

Wenn die Goldbachsche Vermutung unabhéngig von PA ist,
dann gilt M = GC d.h. GC ist wahr.

Beweis.

Bemerkung: nonGC (siche oben) ist eine ¥;-Formel:

1)

Annahme:

N = nonGC

Da nonGC eine ¥, Formel ist, folgt mit dem Hausptsatz [3.5.2}
PA F nonGC

also folgt mit dem Vollstandigkeitssatz:

PA = nonGC

Da gilt (siehe *):[3.6.1]

PA | E nonGC <= Fiir jedes S-Modell 9t von PA gilt: nicht (9 | = GC)
folgt sofort:

Fiir jedes S-Modell 9t von PA gilt: nicht (9 | E GC)  (*w™*)

2)

GC ist unabhéingig von PA <«

nicht PA - GC und nicht PAF - GC <=

nicht PA | = GC und nicht PA | = - GC <=

nicht (fir alle S-Modelle 9t von PA gilt: 9 | = GC') und

nicht (fiir alle S-Modelle 9t von PA gilt: M | = - GC) <=
es existiert ein S-Modell 2, von PA mit nicht 9, | F GC und
es existiert ein S-Modell 9t, von PA mit nicht M, | F - GC <
es existiert ein S-Modell 9, von PA mit 9, | = -~ GC und

es existiert ein S-Modell 9, von PA mit M, | F GC =

es existiert ein S-Modell 91, von PA mit M, | | GC

Dies ist ein Widerspruch zu (*w*)

3)

Also ist die Annahme falsch.
also: nicht 9 | = nonGC
also: M | = = nonGC

also (siche **)[3.6.1)):

N| = GC
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