1.1 Standard-Aufgabe

Gegeben sind die Punkte A(-5 | 1 |4) und B(-1 | 9 | 16).

Teile die Strecke AB in 4 gleiche Teile und bestimme die Teilpunkte dieser Strecke.

Berechne zur Probe die exakte Lange der Strecken A7, I\T, , I,T; , T, B
1.1.1 Losung
Version 1:
—1-(=5)) (4
> 9-1 8 !
—>  AB 16—-4 12
L
3
-5\ (1) (-5+1) (-4
OT =04+ v=|1 |+|2|=|1+2 |43 J ——>T\(-4]3|7)
4 3 4+3 7
-5 1 -5+2 -3
OT,= 04+2 v =|1 |+2]2|=|1+4 {5 ——>Ty(-3| 5| 10)
4 3 4+6 10
-5 1 -5+3 -2
OT,= 04+3 v =|1 |+3|2]=|1+6 —{7 > Ty(2| 7| 13)
4 3 4+9 13




~3--4\ |1

T 0=|5-3  |=|2|=-VE+2 +3 =V
10-7 3
—2--3) |1

LT =) 7-5 |- |2|-V+27+3 1A
13-10 3

—1--2

1
TBI-|9-7 |- z]mm
3

16-13



Version 2:

_1-(=5)) (4
BRER 8 1
— 4B \16-4 12
L
3
-5+1 -4
OT, = 6Z+}- J 142 |=3 ——>Ty(-437)
4+3 ) |7
—4) (1) (-4+1) (=3
OT,=OT +v=|3 |+|2]=]3+2 |25 |=>Tx3]5/10)
7 ] 13) (743 ) L0
Z3) (1) (=3+1) (-2
OT,= OT,+ v =|5 sz —15+2 |=|7 |=>Ts2]s7|13)
10 (3] l10+3) (13
—4--5\ |1
AT | =[3-1 |=|2|=vP+27+3" =14
7-4 3
_3-—4) |
TT, = [5-3 |=|2|=VIP+27+3* =14
107 3
_2--3\ |n
TT = |7-5 |=|2|-vIP+27+37 =14
13-10 3
_1--2) |1
|_T:l§|= = 21 12+22+32 =414
16-13 ) |3

1.1.2 Programmieraufgabe

Schreiben Sie ein Programm, das eine durch seine Endpunkte gegebene Strecke in n gleiche
Teile teilt und bestimme die Teilpunkte dieser Strecke.



2 Gerade im Raum

X3

A(a; | ay | a3) P(p1 | p2 | p3)

X1

—> —>

->
x=04+7r1-v,

v 0

Bemerkung:

I X5

re R

Ortsvektor zu einem beliebigen Punkt P(p:[p2| p3) der Geraden.

Stiitzvektor (Ortsvektor) der Geraden, A(a;|a;| a3) nennt man

Aufpunkt.
Parameter r, durchlduft (r wie durchrennt) alle reellen Zahlen

r wie Runner

Richtungsvektor der Geraden.

Man nennt eine Gleichung der Form

—> —> ->

xX=x,tr-a

eine Geradengleichung in Parameterform.



2.1 Standard-Aufgabe

Bestimmen Sie die Parameterform der Geradengleichung der
a) x;-Achse
b) x,-Achse
¢) x3-Achse

2.1.1 Losung

1) Parameterform der x;-Achse

1. Losung
a) wihle einen Punkt auf der x;-Achse: A3 |0]0)
2
b) wihle einen Vektor auf der x;-Achse: vy =10
0

Die Geradengleichung in Parameterform lautet dann:

—> —>

Xx=04+r1-v, reR

-0
—0|+r-|0
-0 0

0|, reR

S O W o O W




2. Losung
a) wihle einen Punkt auf der x;-Achse: A0]0]0)

1
b) wihle einen Vektor auf der x;-Achse: 7v =10

0
Die Geradengleichung in Parameterform lautet dann:

—> —>

Xx=04+r1-v, reR

0-0 1
¥=lo-0]+r-|0
0-0 0
0
¥=]0|+r-
0
1
F=r- 0, reR
0

2) Parameterform der x,-Achse

1. Losung
a) wihle einen Punkt auf der x,Achse: A0|5]0)
0
b) wihle einen Vektor auf der x,-Achse: vy =16
0

Die Geradengleichung in Parameterform lautet dann:

—> —>

X=04+r1-v, reR

0-0 0
¥=|5-0]+r-|6

0-0 0

0
¥=|5|+r-|6|, reR

0




2. Losung
a) wihle einen Punkt auf der x,-Achse: A0]0]0)

0
b) wihle einen Vektor auf der x,-Achse: 7v =1

0
Die Geradengleichung in Parameterform lautet dann:

—> —>

Xx=04+r1-v, reR

0-0 0
¥=l0-0]+r-|1
0-0 0
0 0
¥=lo|+r |1
0 0
0
F=r 1|, reR
0

3) Parameterform der x3-Achse

1. Losung
a) wihle einen Punkt auf der x3;-Achse: A0|0]7)
0
b) wihle einen Vektor auf der x3-Achse: vy =10
5

Die Geradengleichung in Parameterform lautet dann:

—> —>

X=04+r1-v, reR

0, reR




2. Losung
a) wihle einen Punkt auf der x,-Achse: A0]0]0)

0
b) wihle einen Vektor auf der x,-Achse: 7v =10

1
Die Geradengleichung in Parameterform lautet dann:

—> —>

Xx=04+r1-v, reR

0-0 0
¥=lo-0]+r-|0
0-0 1
0
¥=lo|+r-
0
0
F=r- 0, reR
1

2.1.2 Zum Nachdenken

Welches Gebilde wiirde

durch die Parameterform beschrieben, wenn _v> =5 ist?
§=52+r-3, re R

—0d+r1-b

04+ b

= 04

Es wird also ein Punkt beschrieben !



2.2 Standard-Aufgabe

gegeben:

Gerade g mit der Gleichung
1 -3

g: ¥=|2|+r-|-1]| und reR
3 1

gesucht:

Waihlen Sie fiir r Werte aus der Menge M = {-1; 0 ; 1} und berechnen Sie die zugehorigen
Punkte.
Wo befinden sich diese Punkte?

2.2.1 Losung

a) Der zu r = -1 zugehorige Punkt auf g sei Py(u; | uz | us)

u, 1 —3) (1) (-1--3) (1+3) (4
OP=|u, | =|2]+C1)-|=1|=|2|+-1-=1|=| 2+1|=|3 | ==>Pi(4|3|2)eg
u, 3 1 3) (-1-1 3-1) (2

b) Der zu r = 0 zugehorige Punkt auf g sei Po(vy [v2 | v3)

v, 1 -3 1 0--3 1-0 1
OP,=|v, | =[2|+0-|=1|=|2|+|0-=1|=|2-0|=| 2| ==>Py(1]2]|3)eg
T 1) (3) lo1 ) (3+0) (3

c) Der zu r = 1 zugehorige Punkt auf g sei P3(w; [w, | w3)

W, 1 —3) (1) (1--3) (1-3) (=2
OP,=|w, |=[2|+1-|=1|=|2|+[1-=1|=|2=1|=|1 | ==>Ps(2|1|4)eg
W 3 1 3) (11 3+1) (4

Damit:
Das Gebilde, das beschrieben wird besteht u.a. aus den Punkten:
Pi(4[3]2),Py(1]2]3),P3(-2]1]4)



2.3 Standard-Aufgabe

gegeben:
Gerade g mit der Gleichung
2 4
¥=l1]+r-|-2
3 1
Frage:

U0 |-315) g ?
Wenn ja, Probe machen.

2.3.1 Losung

Annahme: U € g

>
und man kennt den Wert von r - nennen wir ihn r, - dann kann man OU wie folgt darstellen:

10 2 4 10) (2 4 10) (2+4-r,
—3|=0U=|1 |+1,- | =2 | <==>|=3|=|1 |[+1,- | -2 | <= | -3 |=|1-2-r, | <==
5 3 1 5 3 1 5 347,

10=2+4ry, A-3=1-2ry, A 5=3+1r, <=>
=2 Ar=2A1r,=2

—>L-{2)
Damit liegt U auf der Geraden g.
Probe machen !!!

10



2.4 Standard-Aufgabe

gegeben:

Gerade g mit der Gleichung
2 4

g: F=l1]+r-]-2
3 1

Frage:

Q(10[-3]6) eg ?
Wenn ja, Probe machen.

2.4.1 Losung

Annahme: Q € g

>
und man kennt den Wert von r - nennen wir ithn rq - dann kann man OQ wie folgt darstellen:

10 2 4

—>

-3|= OQ= 1 trg- —2|<==>|-3|=|1 trg-

6 3 1

10=2+419 A -3=1-219 A 6=3+10

I‘QZZ A\ I‘QZZ A\ I‘Q:3

== L={}

Damit liegt Q nicht auf der Geraden g.

2.4.2 Programmieraufgabe

Schreiben Sie ein Ubungsgeneratorprogramm:
Dieses gibt Geraden (gegeben durch einen Aufpunkt und einen Richtungsvektor) und jeweils

10 2+4-1,

—2|<=> |-3|=|1-2-7,

6 3+rQ

einen Punkt P dazu vor und fragt den Anwender, ob dieser Punkt P auf der Geraden liegt. Das

Programm soll auch die Losungen liefern.
Das Programm soll nur Aufgaben mit schonen Zahlen liefern, das bedeutet ganze Zahlen z.B.

zwischen -10 und 10.

11



2.5 Standard-Aufgabe

gegeben:
A(1[-2]5), B(4]6]-2)

gesucht:

Gerade g durch A und B, wobei A nicht zwingend einen Aufpunkt bezeichnet.

a) Geben Sie insgesamt 4 verschiedene Losungen an.

b) Machen Sie bei jeder Losung fiir A und B Probe (Punktprobe); d.h. nachpriifen, ob diese
Punkte auf der Geraden liegen.

c) Gibt es beliebig viele Losungen ? Begriindung!

2.5.1 erste Losung

—> —>

g ¥ =04 +r- 4B, also:

1 4 — 1
F=|-2l+r-|6 - -2
5 -2 -5
1 3
g:fc’z —2|+r-|8
5 -7
Probel:
Annahme: A € g. Dann gibt es ein ra mit:
1 1 3 1 1+r,-3
—2|=|-2|+ra-|8 <==>|-2|=|-2+r,-8 | <>
5 5 -7 5 S5+r,-(=7)

I1=1+31a A -2=-2481A A 5=5-Tra <=>1A=0AT1A=0 ATA=0

Probe2:

Annahme: B € g. Dann gibt es ein rg mit:
4 1 3 4 l+r,-3
6 |[=|-2|+rms-|8 <=6 |=|-2+4r,-8 | <=
-2 5 -7 -2 S5+r,-(=7)

4:1+3TB N 6=-2+8rB A\ -2:5-71'13 <==> 1B =1 A I‘le N IB =1



2.5.2 zweite Losung:

—>

—_—>
g:f = OA+7-BA, also:

1 1 - 4
¥=|-2|+r-|-2 -6
5 5 --2
1 -3
g:JcJ= -2 |+r-| -8
5 7

Probel:

Annahme: A € g. Dann gibt es ein ra mit:
1 1 -3 1
—2|=|-2|+r1a- | =8| <=>|-2|=
5 5 7 5

1=1-31ra A -2=-2-81A A 5=5+T14

Probe2:

Annahme: B € g. Dann gibt es ein rg mit:
4 1 -3 4
6 |[=|-2|+trm-|-8| <=6 |=
-2 5 7 -2

4=1-3r38 AN 6=-2-8138 A -2=5+71B

I+r,-(=3)
—-2+r,-(=8) | <>
S+r, -7

<==> 1Ao=0 A1A=0 A1A=0

1+r,-(=3)
—2+r,-(=8) | <=
S+ry-7

<==> 1B =-1 A B =-1 A I'B:-l

13



2.5.3 dritte Losung:

—>

¥= 6>B+r-AB,alsoz

4 4 -1
¥=l6 |+r-|6 - -2
-2 -2-5
3
¥=l6 |+r-|8
-2 -7
Probel:
Annahme: A € g. Dann gibt es ein ra mit:
1 4 3 1 4+r,-3
-2|=|6 |+tra-|8 <==>|-2|=|6+r,-8 <==>
5 -2 -7 5 —2+r,-(=7)

1=4431A A -2=6181A A 5=-2-T1a <==> rp=-1 A1a=-1 A1a=-1

Probe2:

Annahme: B € g. Dann gibt es ein rg mit:
4 4 3 4 4471, -3
6 |=|6 |+m-|8 | <=>|6 |=|6+r,-8 <>
-2 -2 -7 -2 —2+r,-(=7)

4:4+3TB N 6:6+SI'B N -2:-2-71'13 <= I'BZO A\ TB:O N I‘B:O

14



2.5.4 vierte Losung

—>

Y= 5§+r-BA,alsoz

1 -4
¥=l6 |+r-|-2 -6
-2 5--2
4 -3
¥=|6 |+r-|-38
-2 7
Probel:
Annahme: A € g. Dann gibt es ein ra mit:
1 4 -3 1 4+r,-(-3)
=2|=16 |tra-|-8| <=>|=-2|=|6+r,-(-8) | <=
5 -2 7 5 —2+r,-7

1=4-31rA A -2=6-81A AS5=-24+71rAn <==>r1a=1 AT1A=1 ATA=1

Probe2:

Annahme: B € g. Dann gibt es ein rg mit:
4 4 -3 4 447, -(-3)
6 [=]6 |trm-|-8| <==>|6 |=|6+r,-(-8)| <=
-2 -2 7 -2 —2+4r,-7

4:4-31'3 A\ 6:6-81'3 A\ -2:-2+7YB <==> I'B:O N TB:O N I'B:O

2.5.5 beliebig viele Losungen
¥=0OB+rvy
wobei _‘_,v ein beliebiges Vielfaches von 4 R ist.

-—>

15



2.5.6 Zusatzaufgabe (zur vorigen Aufgabe)

Der Mittelpunkt von A und B sei M. Von M ausgehend in Richtung A liegt - auf der durch A
und B gehenden Geraden - der Punkt P. Die Entfernung zwischen P und M ist das dreifache

der Entfernung zwischen M und A.
A(1]-215), B(4]6]-2)

a) Berechnen Sie die Koordinaten von P.
b) Zeige, dass die Koordinaten dieses Punktes P alle 4 Geradengleichungen (dieser 4
Losungen) erfiillen.

B M A P

a)
1. Losung:
Es gilt laut Voraussetzung:

|MP| =3 |MA|=|MA|+ | AP|, also: 3| MA| = | MA| + | AP | und damit:

|AP|=2 | MA|
Da auch gilt: | BA | = 2| MA|, folgt: | BA|=| AP|

Somit ist BAund AP gleich lang. Da die 2 Vektoren auf einer Geraden liegen sind sie parallel

AuBerdem ist B4und AP auch gleich gerichtet. Damit gilt: BA = 4

Damit:
I 1—4 )
OP=0A+AP = OA +BA=| -2 | +|-2-6 |=|-10], also: P(-2|-10| 12)
5 5-(=2)) |12

16



2. Losung:

Berechnung vom M:

1 4 1+4 5
-2 |+|6 -2+6 4
2,5
— ] = == 5 -2 5-2 3
OM = — (OA+OB) = = = =
2 2 2 2
L5
also: M(2,5(2|1,5)
Berechnung vom MA:
1-2,5 -15
MA=|-2-2|=|-4
5-15 3,5
2,5 -15 2,5 -4,5 -2
OP=0OM +3MA =|2 |+3:|-4 |=|2 |+|-12 |=|-10|,also: P(-2|-10|12)
L5 3,5 1,5 10,5 12

b)
Annahme: P(-2 |[-10|12) e g
Dann gibt es ein rp, so dass gilt:

1) Parameterform der 1. Losung

-2 1 3
10| =|-2|+r1,-|8 <==>
12 5 -7

2=1+4+31, A-10=-2+8rp, A 12=5-T1, <==>
p=-1 Arp=-1 Ap=-1 <>

—> L={-1}
Damit liegt P auf der Geraden g.

Probe machen !!!
Alternative Losung:



2) Parameterform der 2. Losung

-2 1 -3
~10|=|-2 |+, |-8| <==>
12 5 7

2=1-31, A-10=-2-8r, A 12=5+T1, <==>
L=l Ap=lArrn=1 <>

—> L-{1
Damit liegt P auf der Geraden g.

Probe machen !!!

3) Parameterform der 3. Losung

-2 4 3
-10| =16 |+r,-|8 <==>
12 -2 -7

2=4+31, A-10=6+8r, A 12=-2-Tr, <>
=2 A=2A1=-2 <

==>[={-2}
Damit liegt P auf der Geraden g.

Probe machen !!!

4) Parameterform der 4. Losung

-2 4 -3
~10|={6 |+r,-|-8] <==>
12 -2 7

2=4-31, A-10=6-8r, A 12=-2+T1, <==>
=2 ANTp=2 ATp=2 <==>

=>1={2}
Damit liegt P auf der Geraden g.

Probe machen !!!

18



2.5.7 Vorbereitende Ubungsaufgabe

gegeben:

Gerade g; mit B(3 | 0 | 1) und Richtungsvektor

Gerade g> mit A(0 | 5 | 1) und Richtungsvektor | —1

gesucht:

1) Wo liegen diese Geraden

2) Geben Sie jeweils von g; und g, die Geradengleichung in Parameterform an.

3) Bestimmen Sie, ohne mathematische Berechnung, den Schnittpunkt dieser Geraden.
4) Um welchen Faktor miissen die Richtungsvektoren jeweils bis zum Schnittpunkt der
Geraden verlangert (verkiirzt) werden ? Begriinden Sie dies rein anschaulich (ohne

Rechnung).

5) Begriinden Sie rein rechnerisch, um welchen Faktor die Richtungsvektoren jeweils bis zum
Schnittpunkt der Geraden verldngert (verkiirzt) werden miissen.

6) Bestimmen Sie rein rechnerisch den Schnittpunkt dieser Geraden.

19



Losung

X3

£ A5 ]T1)

1 ﬂé——'r———

21

B3 [0]1) 1

X1

1) g liegt auf einer Parallelen zur x;-Achse, die um 1 in x3-Richtung verschoben wurde.

g, liegt auf einer Parallelen zur x,-Achse, die um 1 in x3-Richtung verschoben wurde.

3 -1 0 0
g ¥=10]|+r-|0 g ¥=|5+t-]|-1
1 0 1 0

3) Der Schnittpunkt ist der Punkt S(0 |0 | 1)

4) Der Richtungsvektor auf g; muss um das 3-fache, der Richtungsvektor von g, um das
5-fache verldangert werden.

5) Im Schnittpunkt miissen die Ortsvektoren gleich sein. (Man priift die vermuteten Werte 3

und 5):

3 -1 0 0 3+3.(-1) =0+5-0
0|+3-]10 |=|5|+5-|-1| <=> 0 + 3 - O = 5 -1)
1 0 1 0 1 +3- 0 =1 5 -0
<==>

0 =20 (wahr)

0 =20 (wahr)

1 =1 (wahr)

6) Der Schnittpunkt sei S(X;s | Xas | X35)-

X5 3 -1 0

X, |=|0[+3-]0 |=[0],alsoist S(0|0|1) der Schnittpunkt.

Xsg 1 0 1

20



2.6 Standard-Aufgabe

gegeben:
Gerade g und h mit den Gleichungen
1 -3 -2 4
gk =2+ -1 h:¥=|1 |+t-|5
3 1 3
gesucht:

Schnittpunkt der Geraden

Frage:
Wie kann man durch Probieren eine Losung bekommen ?

Antwort:

Indem man fiir t und r verschiedene Werte einsetzt und dann die Koordinaten des Ortsvektors
einsetzt und vergleicht.

2.6.1 Losung durch Probieren

probierer=1,t=4:

1 ~3) (-2

E=[2]+1-]=1]=|1 |, crgibt Punkt P;(-2|1]4)
3 1 4
~2 4) (14

£ =11 |+4-|5]|=|21], ergibt Punkt Py(14 | 21 | 27)
3 6) (27

man sieht: P; # Py

also hat man durch diesen Probierversuch keinen Schnittpunkt bekommen.
Wagen Sie einen neuen Versuch !

21



2.6.2 exakte Losung

Der Schnittpunkt sei S(x;s | Xas | X3s). Dann gibt es ein rg und t mit:

1 -3 X5 -2 4

21t [ =1 |= x5 | =1 tt,- |5 |<===>

3 1 X5 3 6

1 -3 -2 4

2|1+ | -1 |=]1 |+t-|5|<=>

3 1 3 6

1 =37, -2 4-1,

2|+ =11, | =|1 [|+]5:¢, |<=—=>

3 l-7, 3 6-t,

1-3-7, —-2+4-¢

2-1-r, | =|1+5-¢, <==>

3+1-r, 3+6-1,

1 - 3rs = -2 + 4t Gl

2 —rg=1 + 5 tg4 G2

3+ rs=3+ 6 tg G3

4t + 3rs = 3 G4

5t + re =1 G5

bts — rs = 0 G6

4 3 3 G4 Matrix-
5 1 1 G5 schreib-
6 -1 0 G6 weilse

4 3 3 G7=G4

0 11 11 G8=5*G4-4*G5
0 11 9 G9=3*G4-2*G6
44 0 0 G10=11*G7-3*G8
0 11 11 G11=G8

0 0 2 G12=G8-G9
L=¢g

Es existiert keine Losung, d.h. die Geraden schneiden sich nicht!



2.7 Gegenseitige Lage von Geraden

2.7.1 Standard-Aufgabe

gegeben:
7 2 4 1
g ¥=|-2|+t-|3 h:¥=|-6|+r |1
2 1 -1 2
gesucht:

Schnittpunkt(e) der Geraden

2.7.1.1 Losung

Der Schnittpunkt sei S(x;s | Xas | X35). Dann gibt es ein ts und rg mit:

7 2 X 4 1

=2 |tt- |3 |= | x5 |=| O |F1- |1 | <>

2 1 Xy -1 2

7 2 4 1 7 2-t, 4 1-r.

2|+t |3|=|-6|trs- |1 | <=>-2|+|3-¢t, [=|-6|F+]|]1 7,

2 1 -1 2 2 -2, -1 2-r,

T+2-t, 4+1-r,

=243t |=|-6+1-1, | <>

2+1-¢, —-1+2-r,

7T 4+ 2ts = 4 + 1y 2ty - 1y = -3
-2 + 3ty = -6 + rg <==> 3tg - 1y = -4

2 + tg = -1 + 2r ty - 2ry = -3
t Ty b Op KS
2 -1 -3 Gl -2
3 -1 -4 G2 -2
1 -2 -3 G3 -4
2 -1 -3 G4=G1 -2
0 -1 -1 G5=3G1-2G2 -2
0 3 3 G6=G1-2G3 6
-2 0 2 G7=-G4+G5 0
0 -1 -1 G8=G5 -2
0 0 0 G9=3G5+G6 0
1 0 -1 G10=G7/-2 0
0 1 1 G11=G8/-1 2
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also:

Damit:

Xig 4 1 4 1 5
Xog |[=| =6 |+ |1 |=|=6]+1-[1|=-5
Xig . | 2 -1 2 1

Damit: S(5|-5]|1)
Ergebnis: Die Geraden schneiden sich in einem Punkt.



2.7.2 Herstellung eigener Ubungsaufgaben (Geraden haben genau einen
Schnittpunkt)

2.7.2.1 Beispiel

1. Schritt:
Geben Sie einen beliebigen Schnittpunkt der 2 Geraden vor, wie z.B: S(4 | 5| 6)

2. Schritt:
1

Geben Sie einen beliebigen Richtungsvektor vor, z.B: v=12
3

Basteln Sie einen zu dem Richtungsvektor v nichtparallelen Vektor Richtungsvektor) W
Wie macht man das ?

1

Multipliziere jede Koordinate des Richtungsvektors | 2 | mit einer Zahl k;, ks, ks, wobei diese
3

Faktoren nicht alle gleich sein diirfen.

1-K,
2-K,
3-K,

wihle z.B:
k1:7,K2:-1,K3:-1

1.7 7
2-(=1) |=| -2
3-(-1)) -3

3. Schritt:
Damit hat man dann die 2 Gleichungen der Geraden in Parameterform:

4 1 4 7
g ¥=]5+t-|2 h: ¥=|5+r-|-2
6 3 6 -3

Eigentlich wiren wir jetzt fertig, doch konnte man hier den Schnittpunkt leicht ablesen.
Deshalb machen wir die Aufgabe etwas schwieriger, indem man auf g und h andere
Aufpunkte wihlt!
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4. Schritt:

4 1
g ¥=]5+t-|2 wiéhle z.B: t=1
6 3
4 7
h: ¥=|5+r-|-2 wihle z.B: r=-2
6 -3
Das ergibt dann:
7 4 1
11|=(5[+3-]2 wihle z.B: t=13
15 6 3
-10 4 7
9 =|5|+(-2)-|-2| wihlezB:r=-2
12 6 -3

Damit hat man dann anspruchsvollere Darstellungen der Geraden g und h:

7 1

g X¥=]11|+t-|2
15 3
~10 7

h: ¥=9 |+r-|-2
12 -3

6. Schritt:
Daraus ergibt sich dann die folgende Aufgabe:
Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Geraden

7 1 —-10 7
g ¥=[11]+t-]2 und h: ¥=19 +r-| -2
15 3 12 -3

7. Schritt:
Nun 16st man die Aufgabe, deren Lésung man kennt !
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2.7.3 Standard-Aufgabe

gegeben:
1 2

gX=2+t-|4 h: ¥=|6]+r-
3 1

gesucht:

Schnittpunkt(e) der Geraden

2.7.3.1 erste Losung

Der Schnittpunkt sei S(x;s | Xas | X3s). Dann gibt es ein t; und rg mit:

1 2 Xg 3 4
2|ttt |4 (= x5 5|61 | 8| <>
3 1 Xig 4 2
1 2 3 4
2|+t |4]=1]6|tr- |8 |<=—>
3 1 4 2

1 2-t, 3 4.r,

20+ 14t |=|6|+ |81 |<==>
3 1-¢, 4 2.1
1+2-¢, 3+4-r,

2+4-t |=|6+8-1, |<==>

3411, ) (4+2-r

1 + 2ty = 3 + 4rg
2 + 4ty = 6 + 8rg
3+ ty = 4 + 2rg

2ty - 4rgy = 2
4ty — 8ry = 4
ty - 2ry = 1
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ts s b Op KS
2 -4 2 Gl 0
4 -8 4 G2 0
1 -2 1 G3 0
2 -4 2 G4=G1l 0
0 0 G5=2G1-G2 0
0 0 0 Go=-G1l+2G3 0
1 -2 1 G7=G4/2
also:

ty = 2rg + 1

L = {(ts;rs) | rs€R A tg = 2rg + 1 }

Ergebnis: Die Geraden schneiden sich in unendlich vielen Punkten, d.h:

g=h
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2.7.3.2 zweite Losung

Wenn zwei Geraden g und h gleich (identisch) sind, dann sind sie auch parallel.
Umgekehrt folgt nicht:

Wenn zwei Geraden g und h parallel sind, dann sind sie auch gleich.

Was muss als weitere Voraussetzung diesem Satz noch hinzugefiigt werden, dass er wahr
wird ?

2.7.3.2.1 Satz
Wenn zwei Geraden g und h parallel sind und ein Punkt von g auch auf h liegt , dann sind sie
auch gleich.

Diesen Satz verwenden wir um die obige Aufgabe zu 16sen.
1) Zeige, dass g und h parallel sind.

Dazu geniigt zu zeigen, dass ein Richtungsvektor der einen Geraden einem Vielfachen
(ungleich null) des Richtungsvektors der anderen Geraden ist.

2 4
k-|4]=|8|<=>
1 2
2k 4
k 2
2k = 4 <=> k=2
4k = 8 <=> k=2
k =2 <=> k=2

Ergebnis: Der Richtungsvektor von h ist ein Vielfaches des Richtungsvektors von g.

2) Nimm einen Punkt auf g, z.B. P(1 | 2 | 3).
Zeige, dass dieser auf h liegt. Kurz zeige:
P(1|2|3)eg==>P(1]2]3)eh

Wenn P(1 |2 | 3) € h, dann gibt es ein r, so dass gilt:

1 3 4
21=16|tr,-|8| <>
3 4 2

1=3+4.-1, ©1,=-0,5
2=6+8 1, <r1,=-05
3=4+2-1, ©1,=-0,5

Ergebnis: P(1 |2 | 3) € h, also sind die Geraden identisch.
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2.7.3.3 dritte Losung
2.7.3.3.1 Satz

Wenn A liegt auf g und A liegt auf h und B liegt auf g und B liegt auf h und A # B,

dann sind g und h identisch
Diesen Satz verwenden wir um die obige Aufgabe zu 16sen.

1) Nimm einen Punkt auf g, z.B. P(1 | 2 | 3).
Zeige, dass dieser auf h liegt. Kurz zeige:
P(1|2]3)eg ==>P(1|2|3)eh

(siehe oben)

2) Nimm einen Punkt auf h, z.B. Q(3 | 6 | 4).
Zeige, dass dieser auf g liegt. Kurz zeige:
QB [6]4)eh =>Q(3[6]4) g

Wenn Q3 | 6 |4) € g, dann gibt es ein rq so dass gilt:

3) (1 2
6|=]2]+ro- 4| <>
4] |3 1

3=1+2'I'Q <Z>I'Q=1
6=2+4-rQ <Z>I‘Q:1
4:3+1-I‘Q <Z>I‘Q:1

Ergebnis: Q(3 |6 |4) € gund P # Q also sind die Geraden identisch.
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2.7.4 Herstellung eigener Ubungsaufgaben (Geraden sind identisch)

2.7.4.1 Beispiel

1. Schritt:
Geben Sie eine beliebige Gerade vor, wie z.B:

1 2
g X=[2]+t-|4
3 1

2. Schritt:
Basteln Sie einen anderen Richtungsvektor, der auf g liegt, indem Sie den Richtungsvektor,
der auf g liegt, verldngern oder verkiirzen. Wihle z.B. k = 2:

2) (4
2-14]=8
1) (2

3. Schritt:
Bestimme auf g einen Punkt. Wéhle dazu z.B. t = 1:

1 2) (3
2|+1-|4|=|6|, alsoP3|6]4)
3 1) |4

4. Schritt:

4
Durch P und | 8 | wird die Gerade h festgelegt:
2
3 4
h: ¥=|6]+r-|8
4 2

5. Schritt:
Daraus ergibt sich dann die folgende Aufgabe:
Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Geraden

1 2 3 4
g X¥=|2/+t-|4] ud ht=|6|+r-|8
3 1 4 2

6. Schritt:
Nun 16st man die Aufgabe, deren Losung man kennt !



Standard-Aufgabe

ben:
gege en3 ) ! 4
o JCJ —l6l+t-]8 h k} ={0|+r-| -6
| 4 2 3 2
gesucht:

Schnittpunkt(e) der Geraden

2.7.4.2 Losung

Der Schnittpunkt sei S(x;s | Xas | X3s). Dann gibt es ein t; und rg mit:

3 4 1 -4
6|+t-|&8|=|0|+rs-|—6
4 2 3 2
3 4+ 4ty = 1 - 4rg 4ty + 4rg = -2
6 + 8ty = - 6r; <==> 8ty + 6ry = -6
4 + 2ty = 3 + 2rg 2ty - 2ry = -1
£ r b Op KS
4 4 -2 Gl o
8 o -6 G2 38
2 -2 -1 G3 -1
4 4 -2 G4=G1 o
0 2 2 G5=2G1-G2 4
0 -8 0 G6=-G1+2G3 -8
-4 0 o G7=-G4+2G5 2
0 2 2 G8=G5 4
0 0 8 G9=4G5+G6 8

L=1{3

Ergebnis: Die Geraden sind windschief, d.h.

sie schneiden sich nicht und sind nicht parallel.

Warum sind sie nicht parallel ? Weil die Richtungsvektoren nicht parallel sind.
Wenn die Richtungsvektoren parallel wéren, dann gibe es ein k mit:

4 -4 4)  (—4k 4=-4k <==> k=1
8|=k-|-6|<=>|8|=|-6k|<==> 8=-6k <> k=-4/3
2 2 2 2% 2=2k <=> k=1

Ergebnis: Die Richtungsvektor von g und h sind nicht parallel.
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2.7.5 Herstellung eigener Ubungsaufgaben (Geraden sind windschief)

2.7.5.1 Beispiel

» 0(00/0)

1. Schritt:
Geben Sie einen beliebigen Vektor vor. Dieser soll der "Abstandvektor" zwischen den noch
zu konstruierenden Geraden g und h sein. Zum Beispiel:

1
a=|-2
-3
Damit haben wir auch gleich den Abstand zwischen diesen Geraden:

d= 1> +(-2)> +(=3)* = V14
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2. Schritt:

>

Es werden nun zwei auf a senkrecht stehende Vektoren gebastelt.
ul

—>
Fir einen zu dieser Geraden senkrechter Vektor u = | u, | gilt:

Us
1 u,
=2 u, | =0 <> 1-4y-2- -3 -3=0 <=>u=2-uu+3-u3
-3 ) \u,

Diese Gleichung hat unendlich viele Losungen. Wéhle z.B.
u; =4, u3 =-7, dann ergibt sich fiir u;:
uy=2-w+3-u3 =2-4+3-(-7)=-13

2u, +3u,
Damit hat man dann einen zu :; senkrechten Vektor: 7 =lu, =
Us
firu,=4,u3=-7
2:4+3-(-7)) (-13
4 = 4
-7 -7

Jetzt braucht man noch einen zweiten zu a senkrechten Vektor v

Damit die Aufgabe nicht zu einfach wird, soll v nicht parallel zu u sein (d.h, nicht ein

Vielfaches von sein).
Damit dies nicht geschieht, diirfen die Werte, die man gerade fiir u, und u; gewihlt hat, nicht

den gleichen Faktor enthalten. Denn sonst wiirde gelten u,' = k- u; und us' =k- u;

Und damit:
u'=2-kuw+3-k us =k(2-u2+3-u3)=k-u'

U, U

—>
Damit wire der Vektor | u,' | ein Vielfaches von u = | u,

u,' u,

Man wahlt also z.B:
u,=5-4=20,u3 =10 - (-7) = -70, dann ergibt sich fiir u;:
u=2-u+3-u3 =2-20+3-(-70)=-170
also:

2-(5-4)+3-(10--7) -170
yv=1|5-4 =| 20

10--7 -70
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3. Schritt:
Jetzt wihlt man fiir die eine der zwei Geraden einen beliebigen Aufpunkt, z.B: A(7 |8 | 12)

Den Aufpunkt B der anderen Geraden bekommt man, indem man zu 5;1 den Vektor _c_1>
addiert, formal: _51_9> = _5;; + _c_1>
also

8 1

6|=|8 |+|—-2|,alsoB(8]6]9)

9 12 -3

Das ergibt die Geraden g und h:

-13
g:%’z 6|+t-|4
-7
7 -170
h: ¥=18 |+r-]20
12 -70

5. Schritt:
Daraus ergibt sich dann die folgende Aufgabe:
Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Geraden

8 -13
g:%’z 6|+t-|4

9 -7

7 -170
h: ¥=18 [+r-]20

12 -70

6. Schritt:
Nun 16st man die Aufgabe, deren Lésung man kennt !

2.7.6 Aufgabe

Berechnen Sie den kiirzesten Abstand zweier Geraden



2.8 Standard-Aufgabe

gegeben:

Gerade g mit der Gleichung
2 1

g: F=l-1]+r-|2
4 3

und

der Punkt P(-7 |9 | 5), von dem ein Lot (d.h. die Senkrechte) auf g gefillt wird.
gesucht:

1) Koordinaten des Schnittpunkts F zwischen der Senkrechten und g.
2) Entfernung zwischen P und F

2.8.1 erste Losung

1) Der Schnittpunkt sei F(x;r | XoF | X3F).

P
g
. /
[ )
1
F
Da F(xir | Xor | X3r) € g, gibt es ein rp mit:
Xp 2 1 2+,
X | = | =1 |+1F- |2 |=| =14+2F,
X3 4 3 4+3r,
AuBerdem gilt:
s 1 —7—X1F 1 —7—2—I’F
FPL|2|,also |9-x,r |L|2|,als0|9+1-2rz |-|2|=0
3 S5—x3p 3 5-4-3rp 3
also:
~9—rp 1
10-275 |-| 2 |= 0 und damit:
1—37‘1;‘ 3

-O-rp + (10 - 21‘1:)-2 + (l-3rF) 3=0 <=>
Q-1 +20-41rg+ 3 -9rp=0 <==>
14 - 14rp=0 <>
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also:

Xy 2 1 3

Xop |=|—=1|+1-|2|=|1], alsoF3|1]7)
X35 4 3 7

2) Entfernung zwischen P und F

- 3-(=7) 10
|\PF|=1]1-9 = || =8| = 10 +(-8)* +2*> =168
7-5 2

2.8.2 zweite Losung (allgemein)

Die gegebene Gerade g lautet

—> —> —>
xX=q tr-a
wobel:

—> ->

5Q = ¢, a und P gegeben sind

—>

d= PF

/0/‘;/KE

a

g
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1) Berechnung des Abstands d = |1§13 |

P.
cosa:_Q—a

|OP |-|a]
d=sina- |I_3_Q|
es gilt:
sin o+ cos?a=1
also:

sina =V1—cos’ «

damit;

d:\/I—cosza-|fTé|

also:

2) Berechnung des FuBBpunkts F:
Es gilt:

—-—>

e=cosa-|PQ|
OF =00+ ——-a
|a |
OF =00+ —COS“;' Lt e
|a |
. . —I; ' —> —> N
OF =00+ Q - -'P_?|-a
|QP |-|al| |a]
oF =op+ 24,
lal-lal
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2.8.2.1 Beispiel
Gerade g mit der Gleichung

2 1
g ¥=|-1]+r-[2]; also: Q(2]|-1|4)und a=|2
4 3 3

und
der Punkt P(-7 | 9 | 5), von dem ein Lot (d.h. die Senkrechte) auf g gefillt wird.

Damit:

o (-7-2) (-9

OP = 9—(=1) |=]10 |, also | QP |=4/(-9)> +10% +1*> =182
5-4 1

12422432 =414

1) Berechnung des Abstands:

also:
—> > 2
d=_|1- % '|Eé|=
|OP || a|
2
-9) (1
10 |-| 2
2
1 )\3 (-9)-1+10-2+1-3
- —=—=%1 4182 = [1- -A/182 =
| V182 14 \/ ( V182 14 j

2
14
1| ——— | -4182 = /168
\/ «/182-14}



2) Berechnung des FuBBpunkts:

5F:éiQ+ _Q>P6i> .
lal-[a]
-9) (1
10
2 1 2 1 2 1 3
1 14
-1+ > 12| =-1|+—-2|=|-1|+{2|=|1
1 14
4 3 4 3 4 3 7
2
3
also:
F@[1|7)

2.8.3 Programmieraufgabe

Von einem Punkt P(x;p | Xop | X3p) soll das Lot auf eine Gerade mit dem Aufpunkt
vy

Q(x1q | X29 | X30) und dem Richtungsvektor | v, | gefdllt werden.

Vs
1) Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts F zwischen der Senkrechten und g.
2) Bestimmen Sie die Entfernung zwischen P und F
3) Erstellen Sie dazu ein Ubungsaufgaben-Erstellungsprogramm:
Das Programm soll fiir eine beliebige Gerade g, einem beliebigen Fullpunkt F und einem
beliebigen darauf senkrechrecht errichtetem Vektor, der auf P zeigt, alle "schonen"
Schiilerwerte ermitteln.

"schoner Wert" bedeutet: einstellig (notfalls zweistellig zwischen z.B. -20 und 20) und
ganzzahlig.

2.8.4 Programmieraufgabe

Von einem Punkt P, der innerhalb eines beliebigen Dreiecks liegt, werden die Lote auf die 3
Seiten gefillt. Die Summe dieser 3 Abstdnde (= "Lotlénge") ist unabhéngig vom Punkt P.
Schreiben Sie ein Programm, das dies plausibel macht:

Berechnen Sie die Summe fiir viele Punkte innerhalb des Dreiecks.
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2.8.5 Herstellung eigener Ubungsaufgaben obigen Typs

Geben Sie selbst die Losung (Gerade und einen darauf senkrechten Vektor) vor.

2.8.5.1 Beispiel

1. Schritt:
Geben Sie eine Gerade vor.
Im folgenden Beispiel wire dies also z.B.

2 -2
g:%’z 31+r-|1
4 5

2. Schritt:

Xis
Ein zu dieser Geraden senkrechter Vektor § = FP= X, | ist senkrecht auf dem
X3g
-2
Richtungsvektor | 1 der Geraden g.
5
Also gilt:
-2 (x5
I | lxy | =0 <> -2X13+Xs+5x35=0
5 X5

Diese Gleichung hat unendlich viele Losungen. Wihle z.B.
X;s = 1, X35 = 2, dann ergibt sich fiir x,g:
X28 = 2-X15 - 5'X3s =2.1-52=-8

1
Damit gilt: § = | -8
2

3. Schritt:
Wihle einen FuBBpunkt F auf der Geraden g, z.B. fiir r =2

~2) (2 ~2
5 |=|3|+2-|1 |, alsoF(-2|5]14)
14 4 5
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4. Schritt:

Fiir den Punkt P gilt dann:
-2\ (1 -1

0P=0F+§ =|5 |+ =8|=| =3, also: P(-1[-3]16)
14 2 16

5. Schritt:
Daraus ergibt sich dann die folgende Aufgabe:
Von P(-1 | -3 | 16) soll das Lot auf die Gerade g gefillt werden.

2 -2
g:JcJ= 3|+r-|1
4 5

Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts F und die Entfernung zwischen P und F

6. Schritt:
Nun 16st man die Aufgabe, deren Losung man kennt !
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2.9 Standard-Aufgabe

gegeben:

Punkt M(1 | 2 | 3) und Gerade g mit der folgenden Gleichung:
7 2

g Y= |-1]+r-|-1
-3 -2

gesucht:

1) Warum liegt M auf der Geraden g ?
2) Punkte A, B auf g die von M den Abstand 6 LE haben.

2.9.1 erste Losung:

3 g —[ \/_ﬁ—\—

1) Berechnung der Lange des Richtungsvektors von g:
2

—1 | =22 +(=1)? +(<2)* =3
-2

2) Berechnen, wie oft der Richtungsvektor von g in die Strecke der Lange 6 reinpasst:
6 6

2—25—
-1
-2

3) Berechnung der Punkte A und B:

X, 1 2 5

Xy | =12|+2-|-11]=|0 also:  A(5]0]-1)
X5, 3 -2 -1

X5 1 2 -3

Xop | = |2]|+-2-]-1|=|4 |also: B(-3|4]|-7)
Xsp 3 -2) \7
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2.9.2 zweite Losung

Sei ;1;0 der Einheitsvektor des Richtungsvektors von g. Dieser hat die Lange 1. Es gilt:

2 2
-1 -1 3
- -2 -2 1
SN 22D+ (-2)° 3
[ =1l _2
) 3
Damit gilt:
1 2/3
)04 =0M+6-m=|2|+6-|-1/3|=|0 |,alsoAG5|0]-1)
-2/3 -1
1 2/3 -3
2)0B=0M-6-m=|2|-6-|-1/3|=|4 |, alsoB(-3|4]|7)
3 -2/3 7
2.9.3 dritte Losung:
2
Z\ZZ ist ein Vielfaches (nennen wir es k) des Richtungsvektors | —1 | der Geraden g
-2
Der Betrag dieses Vielfaches k des Richtungsvektors ist also 6:
also:
2 2
k-|=1{]=6<==> k|- ||-1]]|=6 <==>|k| 2> +(~1)? +(-2)* =6 <=>
-2 -2
|k|-3=6 <==>|k|=2 <=> k=2 ;ky=-2
also:
2 1 2 5
04 =0M+2|-1]=[2]+2]-1]=]0 |=>AG|0]-1)
-2 3 -2 -1
2 1 2 -3
OB = OM + (2| -1 |=| 2|+ (2)| =1 |=|4 |=>B(3|4|7)
-2 3 -2 7
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2.9.4 letzte Losung (schlecht, da Wurzelgleichung)

Da A(x1a| X24a | X34) € g, gibt es ein rp mit:

X 7 2
0d=|x,, | = | =1 |+1a-| -1
X3p -3 -2
Da
7 2 ) (1 2) (6 ) (2:r,+6
MA =04-OM = | —1 |+1p | =1 |- | 2|=ra- | =1 |+| =3 |= | =1-, -3 | und | M4 | =6:
3 —2) |3 2} (o ) (=25, -6
2-r,+6

1y =3 | =6 & JQ2r,+6) > +(-1-7,-3)* +(2-7,-6)’ =6
-2-r,—6

A2+ 24r, +36+ 7 +6r, +9+4r,} +24r, +36 =6 < 1|9, +54r, +81 =6

& (> + 67, +9) = 665 31, + 61, +9 = 6. A1, + 67, +9 =2
Quadrieren auf jeder Seite:
rl4+6r,+9=4<r +6r, +5=0r10 =-5undra = -1

Also:
X14 7 2 S
X = |-1[+¢D-|-1]=0 also:  A(5|0]|-1)
X34 -3 -2 -1
X1z 7 2 -3
Xop | = | =1 |+(-5)-|—-1|=|4 |also: B(-3|4]|-7)
X35 -3 -2 7
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2.9.5 Herstellung eigener Ubungsaufgaben obigen Typs

2.9.5.1 Erste Moglichkeit
Geben Sie selbst die Losung (die Punkte A, B und die Gerade g) vor.
2.9.5.1.1 Beispiel

1. Schritt: Eine Gerade g vorgeben
Im folgenden Beispiel wire dies also z.B.

2 -2
g:JcJ= 3|+r-|1
4 5

2. Schritt: M vorgeben
Wihle einen Punkt M auf der Geraden g, z.B. fiir r = 5. Dies soll der Mittelpunkt von A und B
sein.

-8} (2 ~2
8 |=[3|+5-[1 |, alsoM(-8|8]29)
29 4 5

Aus taktischen Griinden (um schneller A und B bestimmen zu kénnen), wéhlen wir M als
Aufpunkt von g und kdnnen g damit auch so darstellen:

-8 -2
g:JcJ= 8 |+r-|1
29 5

Wihle einen Punkt A auf der Geraden g, z.B. firr =3
—-14 -8 -2
11 [=|8 [+3-|1 |, alsoA(-14|11 |44)
44 29 5

3. Schritt: B bestimmen
Bestimme den Punkt B furr=-3

~2) (-8 —2
5 |=|8 |+(3)-|1 |, alsoB(-2|5]14)
14 29 5

4. Schritt: Abstand bestimmen
Bestimme den Abstand von M und A:

- ~14—(-8) —6
IMA|= ||11-8 = 113 || =(=6)*+3*+20* =270
4429 15
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zum Testen (Probe):
-2—-(-98) 6

\MB|= | |5-8 — |3 || =&+ (37 + (15 =270
14-29 -15

5. Schritt:
Daraus ergibt sich dann die folgende Aufgabe:

Bestimme die Punkte A, B auf g die von M(-8 | 8 | 29) den Abstand +/270 LE haben.

2 -2
g:JcJ= 3|+r-|1
4 5
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2.9.5.2 Zweite Moglichkeit
Geben Sie selbst die Losung (die Punkte A, B und die Gerade g) vor.

2.9.5.2.1 Beispiel

1. Schritt:

Geben Sie eine Gerade vor.

Im folgenden Beispiel wire dies also z.B.

2 -2
g:JcJ= 3|+r-|1
4 5

2. Schritt:
Waibhle einen Punkt M auf der Geraden g, z.B. firr=5

-8 2 -2

8 |=|3|+5-|1 |, alsoM(-8|8]29)

29 4 5

Wihle einen Punkt A auf der Geraden g, z.B. fiirr =8
—14 2 -2

11 | =|3[+8-|1 |, also A(-14|11|44)

44 4 5

3. Schritt:
Bestimme den Punkt B:r=5-(8-5)=2

~2) (2 ~2
5 |=|3|+2-|1 |, alsoB(-2|5]|14)
14 4 5

4. Schritt:
Bestimme den Abstand von M und A:

_14—(-8) ~6

MA|=||11-8 = |3 || =6 +37+20* =270
44-29 15

zum Testen:
_2-(=8) 6

\MB|= | |5-8 — |3 || =&+ (3 + (15 =270
14-29 _15
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5. Schritt:
Daraus ergibt sich dann die folgende Aufgabe:

Bestimme die Punkte A, B auf g die von M(-2 | 5 | 14) den Abstand /270 LE haben.

2 -2
g:f= 3|+r-|1
4 5
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2.9.5.3 Dritte Moglichkeit
Geben Sie selbst die Losung (die Punkte A, B und die Gerade g) vor.

2.9.5.3.1 Beispiel

1. Schritt:

Geben Sie eine Gerade vor.

Im folgenden Beispiel wire dies also z.B.

2 -2
g:JcJ= 3|+r-|1
4 5

2. Schritt:
Waihle einen Punkt A auf der Geraden g, z.B. flirr =5

-8} (2 ~2
8 |=[3|+5-[1 |, alsoA(-8]8]29)
29 4 5

Wihle einen Punkt B auf der Geraden g, z.B. fiirr = -1
4 2 -2

2 | =|3|+(C1)-|1 |, alsoB#4|2]|-1)

-1 4 5

3. Schritt:
Bestimme den Mittelpunkt M von A und B:

-8) (4 -2
8 |+]2 [|=|5 |,also:M(-2|5]14)
29 -1 14

om=21 (oaropy=L
2 2

4. Schritt:
Bestimme den Abstand von M und A:

- ~8-(=2) ~6
IMA|= || 8-5 30| = (=6 +32+15% =270
2914 15

5. Schritt:
Daraus ergibt sich dann die folgende Aufgabe:

Bestimme die Punkte A, B auf g die von M(-2 | 5 | 14) den Abstand +/270 LE haben.

2 -2
g:JcJ= 3|+r-|1
4 5
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2.9.5.4 Vierte Moglichkeit

Konstruieren Sie A und B, indem von M aus der Richtungsvektor um ein positives Vielfaches
bzw. um ein negatives Vielfaches verldngert wird.

-(r; - r1)-fache (r; - r)-fache
Verldngerung von & Verldngerung von &

A A

~ :
|
|
|
|
|
|
|
|
|
%

 —J \von &
~(r2 - 2r1)-fache r,-fache Verlangerung
Verldngerung von & von &

2.9.54.1 Beispiel

1. Schritt:

Geben Sie eine Gerade vor.

Im folgenden Beispiel wire dies also z.B.

2 -2
g:%’z 3|1+r-|1
4 5

1. Schritt:
Wihle den Punkt M auf der Geraden g mit r; = 2:

-2 2 -2
S [=13|+2-|1 ,also: M(-2|5]14)
14 4 5

2. Schritt:
Wihle einen Punkt A auf der Geraden g, z.B. fiir r, = 6:

~10) (2 ~2
9 |=[3]|+6-|1 |,alsoA(-10]9]34)
34 4 5
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2. Schritt:

Damit bekommt man den Punkt B mitr; =-(1; -2 1) =-(6-2-2) =-2
6 2 -2
1 =13 [+(2)-|1 |, alsoB(6|1]-6)
-6 4 5

3. Schritt:
Bestimme den Abstand von M und A:

B ~10-(-2)) -8
|4B|= |]9-5 = |4 || =(=8)>+4% +20> =480
34-14 20

5. Schritt:
Daraus ergibt sich dann die folgende Aufgabe:

Bestimme die Punkte A, B auf g die von M(-2 | 5 | 14) den Abstand /480 LE haben.

2 -2
g:JcJ= 3|+r-|1
4 5

6. Schritt:
Nun 16st man die Aufgabe, deren Losung man kennt !
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3 Projektion von Punkt und Geraden in die
Koordinatenebenen

X3

X1 - X3 - Ebene

1+ X5 - X3 - Ebene

X - X - Ebene

X1

3.1 Beispiel
Projektion von P(1 | 3 | 2) in alle 3 Koordinatenebenen:

X3

P2;3(013]2)

P13(1/0[2)
P(1]3]2)

1 | L/ 2

P12(1]3|0)

X1
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Bei einer Projektion auf die Koordinatenebenen wird die Komponente 0, aus der projiziert
wird. Konkret:

1) Bei einer Projektion auf die x,-x3-Ebene wird die x,;-Komponente 0.

2) Bei einer Projektion auf die x;-x,-Ebene wird die x3-Komponente 0.

3) Bei einer Projektion auf die x;-x3-Ebene wird die x,-Komponente 0.

3.2 Beispiel

X3

P(1[214)

Q(3I5[2

X2

P'(1]210)

“ Q'(3[5/0)
S(5/8/0)

Bilde
g N g =S,

wobei g; =(PQ)und g, =(P’Q’)
3.3 Definition Spurpunkt

Der Spurpunkt S einer Geraden g in einer Koordinatenebene ist der Punkt, wo die Gerade
diese Koordinatenebene durchstoBt.
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3.3.1 Berechnung der Spurpunkts im obigen Beispiel:

3.3.1.1 Berechnung der Geradengleichung durch P und Q

sei g = (PQ)

1 3 -1 1 2
Y=(2l+r-|5-=2|=|2]+1-|3 , also
4 2 -4 4 -2

1 2
g F=12+r-|3
4 -2

3.3.1.2 Berechnung des Spurpunkts in der x;-x,-Ebene

Der Spurpunkt sei S5 (X1s | X2s | X35) = S12 (X153 | X258 | 0). Da der Spurpunkt auf der Geraden g
liegt (Si,€g), erfiillen seine Koordinaten die Geradengleichung. Es gibt also ein r; mit:

X5 1 2

sz = 2 +rs. 3 <==>
0 4 -2

X1 = 1 + 2-rs

Xog = 2 + 3'rs

0O =4 - 2rg <==> rg = 2
Also:

X1s =1 + 22 =5

Xos = 2 + 32 = 8

X33 = 0

Damit:

S12 (58 0) ist Spurpunkt
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3.3.1.3 Berechnung des Spurpunkts in der x;-x;-Ebene

Der Spurpunkt sei Sy3 (X;s | X2s | X35) = S12 (X135 | 0 | X35). Da der Spurpunkt auf der Geraden g

liegt (Si3€g), erfiillen seine Koordinaten die Geradengleichung. Es gibt also ein r; mit:

Xig 1 2

0 =|2|+r- |3 |<=>

X5 4 -2

X1 = 1 + 2-rs

0 =2 4+ 3rg <==> rg = -2/3
X3s = 4 - 2:rg

Also:

X1 = 1 + 2-(-2/3) = -1/3

Xog = 0

X35 = 4 - 2-(-2/3) = 16/3

Damit:

Si3 (—% 10| %)ist Spurpunkt

3.3.1.4 Berechnung des Spurpunkts in der x,-x;-Ebene

Der Spurpunkt sel Szg (X]s | X728 | X3s) = 823 (X]s | 0 | X35). Da der Spurpunkt auf der Geraden g
liegt (Sp3€g), erfiillen seine Koordinaten die Geradengleichung. Es gibt also ein ry mit:

0 1 2

Xog | =2 |1 |3 |<==>
Xsg 4 -2

0 =1+ 2-rg <==> rg = -1/2
Xog = 2 + 3'rs

X33 = 4 - 2:rg

Also:

X1 — O

Xos = 2 + 3-(-1/2) =1/2
X3g = 4 - 2-(-1/2) =5
Damit:

Sy (0| % | 5) ist Spurpunkt
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3.3.2 Herstellung eigener Ubungsaufgaben obigen Typs

Geben Sie selbst die Losung (Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene) vor.

3.3.2.1 Beispiel

1. Schritt:
Geben Sie einen Schnittpunkt in der die x;-x;-Ebene und von dort ausgehend einen
Richtungsvektor vor. Im folgenden Beispiel wire dies also z.B.

-2

S1(-2[310), &=|1
5
Damit ergibt sich die Parametergleichung der 2 Geraden:

-2 -2
g:f= 3 |+r-]1
0 5

2. Schritt:

Da man dieser Geraden den Schnittpunkt mit der x;-x,-Ebene sofort "ansieht" (setze r = 0),
hitte man also eine zu einfache Ubungsaufgabe gebastelt. Deshalb muss man z.B. fiir die
Gerade eine andere Parameterform angeben. Diese bekommt man, indem man einen Punkt P

auf der Geraden wihlt (z.B. fiir r = 2):

-2 -2 -6
+2-11 |=1|5 |,alsoP(-6|5]10)

und nun mit Hilfe dieses Punkts eine andere Parameterform erhalt:
-6 -2

g: =[5 [+r-]1
10 5

3. Schritt:
Daraus ergibt sich dann die folgende Aufgabe:
Bestimmen Sie den Spurpunkt der Geraden g mit der x;-x,-Ebene

2 -2
g:%’z 31+r-|1
4 5

4. Schritt:
Nun 16st man die Aufgabe, deren Lésung man kennt !
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3.3.3 Standard-Aufgabe:

3.3.3.1 gegebene Geradengleichung:

0 0
g:f=2+r-0
3 7

gesucht: Spurpunkte in alle 3 Koordinatenebenen

3.3.3.2 Berechnung des Spurpunkts in der x;-x,-Ebene

Der Spurpunkt sei S5 (X1s | X25 | X35) = S12 (X153 | X258 | 0). Da der Spurpunkt auf der Geraden g
liegt (Si,€g), erfiillen seine Koordinaten die Geradengleichung. Es gibt also ein r; mit:

X5 0 0

Xog | = |2 |1 |0 ]|<==>
0 3 7

X153 = 0 + O-rs

Xos = 2 + 0-rg

0 =3 + Trg <==> rg = -3/7
Also:

X1s = 0+ 3/7 -0=0
Xos = 2 + 3/7 -0 = 2
X35 = 0

Damit:

S12 (02 ] 0) ist Spurpunkt
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3.3.3.3 Berechnung des Spurpunkts in der x;-x;-Ebene

Der Spurpunkt sei Sy3 (X;s | X2s | X35) = S13 (X135 | 0 | X35). Da der Spurpunkt auf der Geraden g
liegt (Si3€g), erfiillen seine Koordinaten die Geradengleichung. Es gibt also ein r; mit:

Xig 0 0

0 =|2|+r-|0|<=—=>

Xsg 3 7

X153 = 0 + O-rs

0 =2 + 0-rg <==> L={}
X35 = 3 + T-rg

Damit:

Es gibt keine Spurpunkte in die x;-x3-Ebene.

3.3.3.4 Berechnung des Spurpunkts in der x,-x;-Ebene

Der Spurpunkt sel Szg (X]s | X728 | X3s) = 823 (X]s | 0 | X35). Da der Spurpunkt auf der Geraden g
liegt (Sy3€g), erfiillen seine Koordinaten die Geradengleichung. Es gibt also ein ry mit:

0 0 0

Xog | = |2 |1 |0 ]|<==>

Xy 3 7

0 =0 4+ 0rg <==> 0 =0
Xog = 2 + O'rs

X3s = 3 + T-rsg

Also:

Es gibt unendlich viele Spurpunkte in die x,-x3-Ebene.
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3.4 Standard-Aufgabe

gegeben:
1 2
g F=l2+r-|-1
3 5
3 -2
h: ¥=|-3]+t-|3
4 1
gesucht:

1.1) Schnittpunkt S;,, der auf die x;-x,-Ebene projizierten Geraden g' und h'.
1.2) Winkel zwischen der Geraden g und g'

1.3) Winkel zwischen der Geraden h und h'

1.4) Winkel zwischen den Geraden g' und h'

2.1) Schnittpunkt S;3, der auf die x;-x3-Ebene projizierten Geraden g" und h".
2.2) Winkel zwischen der Geraden g und g"

2.3) Winkel zwischen den Geraden h und h"

2.4) Winkel zwischen den Geraden g" und h"

3.1) Schnittpunkt S,3, der auf die x,-x3-Ebene projizierten Geraden g"' und h"'.
3.2) Winkel zwischen der Geraden g und g"'

3.3) Winkel zwischen den Geraden h und h"

3.4) Winkel zwischen den Geraden g"' und h"'

3.4.1 Losung
1.1) Die projizierten Geraden:
1 2
g F=l2+r-|-1
0 0
3 -2
h: ¥ ={-3|+t-[3
0 0

Der Schnittpunkt sei S(x;s | Xas | 0). Dann gibt es ein rs und tg mit:

X5 1 2
Xog | =2 |F15-| -1
0 0 0
X5 3 -2
Xog | = -3 |Ft-|3
0 0 0



also:

1 2 3 -2

2+rg-|=1|=|-=-3|+t-|3

0 0 0 0

1 + 2ry = 3 - 2t Gl 4 0 -4 G7=2*G5+G6
2 - 1y = -3 + 3ty |G2 0 -4 -8 G8=G6

2ry + 2ty = 2 G3 1 0 -1 G9 =G7/4
-rg - 3ts = -5 G4 O 1 2 GlO=G8/_4
2 2 2 G3 Matrix-

-1 -3 =5 G4 schr.

2 2 2 G5=G3

0 -4 -8 G6=2*G4+G3

also:

re = -1

t,=2

Damit:

Xg 1 2 -1

Xos | =12+ (C1)-|=1]=|3 |, also:Sia(-1]3]0)

X5 0 0

1.2) a sei der Winkel zwischen den 2 Richtungsvektoren von g und g', also:

2 ) (2
—11-1 =1
0 (1) (~1) 45
coser _ 2.2+ (=1)-(-1)+5-0 50408 —>
2\ 222457 22 (=) 407 V3045
—1 ] -1
5 ) Lo
o~ 6591°
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1.3) B sei der Winkel zwischen den 2 Richtungsvektoren von h und h', also:

3 ) (3
-3|.1=3
0 34 (=3) (= .
c0s § = _ 3-3+4(=3)-(=3)+4-0 _ 18 :mz0,408
3) 332447 B (=32 407 V34418 34
~30-1l=3
4 0
==>
B~43,31°
1.4)
vy sei der Winkel zwischen den 2 Richtungsvektoren von g' und h', also:
2 ) (-2
~1|-3
0 )lo (=2) 4+ (=1)-340- _
cosy = _ 2:(=2)+(-1)-3+0-0 o7 0868 —>
—2) 22412 +02 /(=22 +37+0° V5413
~1(-3
0 ) Ilo

v~ 150,255°

2.1) Die projizierten Geraden:

g" ¥=

h ¥ =

1
0
3
3
0
4

+t-

2

Der Schnittpunkt sei S(x;s | 0 | x35). Dann gibt es ein rg und tg mit:

X5 1 2
0 |=|0|+r-|0
X5 3 5
X5 3 -2
0 |=(0]+t-|0
X5 4 1



also:

1 2 3 -2
O|+r-[0|=]0|+t-|0

3 5 4 1

1 + 2ry = 3 - 2tq Gl

3 + 5rg = 4 + &4 G2

2ry + 2ty = 2 G3

5ry - &ty =1 G4

2 2 2 G3 Matrix-
5 -1 1 G4 schr.

1 0 1/3 Mit TR

0O 1 2/3

also:

rs=1/3
t,=2/3
Damit:

Xg 1 . 2) (5/3

X5 | =10 +§- 0(=|0 , also: S13(-1]30)
Xsg 3 5 14/3

2.2) Winkel zwischen den Geraden g und g"

o' sei der Winkel zwischen den 2 Richtungsvektoren von g und g", also:

2) (2
~1/-]0
cos o' 5) _ 2:24(=1)-0+5-5 _ 29 429
2\ 2217 +52 22407 +57 A30-429 430
~1|-0
5 ) (\s
o' ~ 10,52°

~ 0,983 =>
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2.3) Winkel zwischen den Geraden h und h"
B' sei der Winkel zwischen den 2 Richtungsvektoren von h und h" , also:

-2\ (-2
0 3
1 1 —2.(- . .
cos f= _ 2-(-2)+0-3+1-1 _ 5 s 0598 —>
=2\ (2] 22 +0r 41 (=22 #3412 V514 W14
0 |3
1 1
B'=53,30°
2.4) Winkel zwischen den Geraden g" und h"
v' sei der Winkel zwischen den 2 Richtungsvektoren von g" und h", also:
2) (-2
0110
5) 11 (= . .
cos y'= _ 2:(-2)+0-0+5-1 _ 1 ~ 0083 —>
2\ [-2) V22407452 (2210717 V2945
Of-10
5) \1
v = 89,61°
3.1) Die projizierten Geraden:
0 0
g”’:k': 2|+r-| -1
3 5
0 0
h': ¥ =|-3|+t-|3
4 1

Der Schnittpunkt sei S(0 | x,s | X35). Dann gibt es ein rg und tg mit:

0 0 0

Xg | =2 |+15-| -1

Xyg 3 5

0 0 0

X |= -3 |tt-|3

X5 4 1

also:

0 0 0 0
20+ |=-1|=|-3|+t-|3
3 5 4 1
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2 - 1ry = -3 + 3t, |Gl

3 + 5ry = 4 + & G2

-lry - 3ty = =5 G3

5rg -ty =1 G4

-1 -3 =5 G3 Matrix-

5 -1 1 G4 schr.

1 0 1/2 Mit TR

0 1 3/2

also:

rs=1/2

t,=3/2
X 0 0 0

Damit: | x,, [=|2[+0,5-|=1|= |L5 |, also:S»(0]1,5]5,5)
X5 3 5 5,5

3.2) Winkel zwischen den Geraden g und g

o' sei der Winkel zwischen den 2 Richtungsvektoren von g und g"', also:
2 0
—11-1=1
cos e 5 ) _ 20+ (=1)-(=1)+5-5 _ 26 :*/%zo,931
0\ J22+(=1)2+5 02 +(=1)+5> 30:426 30
=1/ -1
5 5
==>
o"~21,417°
3.3) Winkel zwischen den Geraden h und h"
B" sei der Winkel zwischen den 2 Richtungsvektoren von h und h"' , also:
0) (-2
313
1)U 0-(=2)+3-3+1-1 10 V10
cos f'= = = = = 0,845 =>
0 (-2 or+32+17 (=22 +37+1> 10414 14
3013
1 1
"~ 32,31°
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3.4) Winkel zwischen den Geraden g" und h"

v" sei der Winkel zwischen den 2 Richtungsvektoren von g" und h", also:

0 (0
~1]3
cosy- S I\ 0-04(=1)-3+5-1 2 oios e
0 Jol+(=1)2+5 V02 +3°+1> 26410
—1-[3
5 )l
V"' ~ 82,875°
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3.4.2 Herstellung eigener Ubungsaufgaben obigen Typs

Geben Sie selbst die Losung (Schnittpunkt zweier projizierter Geraden in einer Ebene) vor.

3.4.2.1 Beispiel

1. Schritt:
Geben Sie einen Schnittpunkt in der die x;-x,-Ebene und von dort zwei Richtungsvektoren
vor. Im folgenden Beispiel wire dies also z.B.

_2 3
SL2|-110), &=|1 |, b =4
0 0

Damit ergibt sich die Parametergleichung der 2 Geraden:

2 -2 2 3
g- ¥=-1|+r-|1 h: ¥=|-1|+t-|4
0 0 0 0

2. Schritt:

Durch "Gleichsetzen" wiirde man r = 0 und t = 0 erhalten (warum ?).

Man hiitte also eine zu einfache Ubungsaufgabe gebastelt. Deshalb muss man z.B. fiir die
Gerade h' eine andere Parameterform angeben. Diese bekommt man, indem man einen Punkt

P auf der Geraden h' wihlt (z.B. fiir t = -1):

2 3) (-1
~1|+(1)-|4|=|-5], also P(-1|-50)
0 0o/ o

und nun mit Hilfe dieses Punkts eine andere Parameterform erhélt:

-1 3
h:¥=|-5|+t-|4
0 0

3. Schritt:
Jetzt muBl man nur noch fiir die x3-Werte (die bis jetzt alle gleich 0 sind) beliebige andere
Werte einsetzen (hier z.B. Primzahlen), damit man die Geraden g und h bekommt:

2 -2 2 3
g ¥=|-1]+r-|1 h: ¥=|-1]+t-|4
3 5 7 11
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4. Schritt:
Daraus ergibt sich dann die folgende Aufgabe:

gegeben:
2 -2
gX=|-1|+r-|1
3 5
2 3
h: b =|-1]+t-|4
7 11
gesucht:

Schnittpunkt S, der auf die x,-x,-Ebene projizierten Geraden g' und h'.

4. Schritt:
Nun 16st man die Aufgabe, deren Losung man kennt !
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