8 Steigung einer Kurve

Motivation

Ein Konstrukteur einer Skateboardbahn, die die Form einer Normalparabel hat, muss in jedem
Punkt die Zentrifugalkraft (Anpressdruck) berechnen, die auf den Skateboarder einwirkt.
Dazu muss er u.a. den Kriimmungsradius in jedem Punkt berechnen.

Zu diesem Zweck muss die Steigung in jedem Punkt der Normalparabel berechnet werden.

Frage:
Wie kann man die Steigung in einem Punkt der Normalparabel bestimmen, z.B. in P(2/4) ?
Erlaubte Werkzeuge: Geodreieck und eine Normalparabel ist aus festem Draht

Antwort:
Durch die Steigung der Tangente

8.1 Aufgabe

Zeichnen Sie die Tangenten der Normalparabel fiir die folgenden Punkte ein:
Q1(0,510,25)
Qx(11]1)

Frage:

Wie kann man die Steigung einer Tangente einer beliebigen Kurve in einem beliebigen Punkt
niherungsweise bestimmen ?

Hilfestellung: Praktisches Vorgehen mit Sdge oder Schere

Antwort:
Annidherung durch eine Folge von Sekanten, indem sich der Punkt Q immer mehr dem Punkt
nihert!




8.1.1 Ergebnis

Unter der Steigung einer Kurve im Punkt P versteht man die Steigung der Tangente in P.

8.2  Bestimmung der Steigung

8.2.1 Steigung im Punkt P(2|4) (fiir spezielle Ax) siche Aufgabenblatt

f(x) =x?
Ax |1 0,1 0,01 0,001
Ay |[3>4=5 2,12-4=0,41 2,012-4=0,0401 |2,0012-4 =0,004001
mg  |Ay/Ax= |Ay/Ax= Ay /Ax = Ay /Ax =
5/1= 0,41/0,1 = 0,0401/0,01 = 0,004001/0,001 =
5 4,1 4,01 4,001
Frage:

Gegen welchen Wert strebt m fiir kleine Ax>0 ?

Zeichnung:

12

10 4

AX




8.2.1.1 Vermutung

Die Folge der Sekantensteigungen m; strebt mit kleiner werdendem Ax>0 gegen den
Grenzwert 4

8.2.2 Steigung im Punkt P(2|4) (beliebige Ax>0)

S (2+Ax)* -2 4+4Ax+Ax° -4 4AAx+ A" Ax(4+ Ax)
* Ax Ax Ax Ax Ax
=4+ Ax fiir Ax#0

8.2.2.1 Ergebnis

Die Tangente in P(2/4) hat die Steigung
m, = AI)}'m0(4 +Ax)=4

8.2.3 Steigung im Punkt P(x | x*) (beliebige Ax>0)

Ay (x + Ax)* — x7 _x2 +2xAx + Ax* — x° B 2xAx + Ax’ _ Ax(2x + Ax)
Ax Ax Ax Ax Ax
=2x+ Ax fiir Ax #0

mg

8.2.3.1 Ergebnis

Die Tangente in P(x | x?) hat die Steigung

m,(x) = A1)}'m0(2x + Ax) =2x

Jedem x kann man also im Punkt P(x|x?) seine Steigung zuordnen.

Man nennt diese Funktion die Ableitung der gegebenen Funktion fund sagt:
f(x) = x? hat die Ableitung

f'(x) =2x

Merke:

Die Ableitungsfunktion f'(x) gibt die Steigung in einem beliebigen Punkt P mit dem x-
Koordinatenwert x an.

Kurz:

Ableiten hei3t die Steigung bestimmen.

8.3  Standard-Aufgaben und Fragen zum Verfestigen
8.3.1 Frage
An welchem Punkt kénnen Sie die Steigung angeben, ohne diese zu berechnen?

Antwort:
P(0[0)

8.3.2 Standard-Aufgabe

Berechnen Sie die Steigungen in Q;(0,5 | 0,25) und vergleichen Sie die Ergebnisse mit Ihrer
Zeichnung. 3



8.3.3 Standard-Aufgabe

In welchem Punkt hat die Normalparabel die Steigung 3 ?
Zeichnerische und rechnerische Losung !

Losung:

Im Punkt P(x,|y,) habe die Normalparabel die Steigung 3.
a) Berechnung des x- Koordinatenwerts des Punkts:

Es gilt dann:

f'(xp) =3

£'(xp) = 2%,

also:

3=2x,

xp= 1,5

b) Berechnung der y-Koordinate des Punkts:
yp = 1(1,5)=1,5>=2,25

damit: P(1,5 | 2,25)

8.3.4 Standard-Aufgabe (Zuriick zur Anfangsaufgabe):

Berechnen Sie die Steigung der Normalen in P(2|4) und zeichnen diese ein.

8.4  Allgemeiner Begriff der Ableitung

f(x+Ax)

1 -+ f(X)

fx+A) - f(x)
Ax

£ lim

v



8.4.1 Standard-Aufgabe
Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion von:

f(x)=x*+c¢, ceR
Begriindung Sie durch Anschauung und durch Rechnung.

8.4.2 Standard-Aufgabe

Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion von:
f(x) = 2x2

8.4.3 Standard-Aufgabe

Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion von:
f(x) = ax® +bx +c

Sf'(x) = lim JEHA)=FO) - i a(x+Ax)? +b(x+Ax)+c—ax’ —bx—c

Ax—>0 AX
" lim a(x> +2xAx + Ax*) +bx +bAx +c—ax’ —bx—c
_Ax—>0 Ax
_ ax® +2axAx + aAx* + bx + bAx+c—ax’ —bx—c i 2axAx + aAx® + bAx
g Ax = o Ax
2

_ Jim 2O AT+ DAY AXQax+alxY+b) o A+ b= 2ax+ b

Ax—>0 Ax Ax—>0 Ax Ax—>0

8.4.4 Programmieraufgabe

Schreiben Sie ein Programm, das die Sekantensteigung einer Parabel 2. Ordnung in einem
Punkt mit dem x-Koordinatenwert x und einem Ax Wert angibt.
Was muB3 der Benutzer eingeben, damit diese Sekantensteigung sich der Tangentensteigung

anndhert?



8.4.5 Standard-Aufgabe

Berechnen Sie den Scheitel der Parabel mit der Funktionsgleichung:

f()c):ix2 -x-2

Losung:
Der Scheitel sei S(xs | ys)-
a) Berechnung des x-Koordinatenwerts des Punkts:

1
' — _1
J'(x) 5%
Fiir den Scheitel S(x; | ys) gilt:
1
0=f"(xy) =5xs -1

0= %xs -1

also:

Xs=2

b) Berechnung der y-Koordinate des Punkts:
ys=f@)=52=2-2=-3

damit:
S(2[-3)

8.5 Weitere Ableitungen:

1) f(x) = ¢
f'(x) =0

2) f(x) = mx
f'(x)=m

3)f(x)=mx+b
f'(x)=m

4 fx)=ax*+bx+c
f'(x)=2ax+b

5) f(x) =x°
f'(x)=3x2

6) f(x) =x", neN
f£'(x) = ax™"
Beispiele:

f(x) =x’

f'(x) = 5x*



Frage:
Wie heift die Ableitung von z.B:
flx)=3x"+2x*+8

Antwort:
f'(x) = 15x* + 8x°

8.5.1 Vergleich f(x) und f'(x)

Wenn ein Wanderer (Skifahrer) eine Wanderung macht, ist er nicht nur daran interessiert,
welche Hohe er gerade hat. Davon ist z.B. abhéngig wie kalt (ist er warm genug angezogen)
und wie viel Sauerstoff in der Luft ist. Er hat auch noch Interesse, ob er gerade in einer
Steilwand hédngt oder ob er waagrecht auf einer Almwiese liegt und dort in Ruhe schlafen
kann. D.h. er ist an der Steigung seines aktuellen Aufenthaltsortes interessiert.

Die Hohe entspricht f(x) und die Steigung entspricht f'(x).

8.5.2 Standard-Aufgabe

Wo hat die Funktion mit der Funktionsgleichung
h(x) =x°

eine negative Steigung?

Rechnerische und zeichnerische Begriindung!

Losung:

1) rechnerische Begriindung

h'(x) =3x*>0

Die Steigung wird nie negativ

2) zeichnerische Begriindung

Die Kurve K} steigt immer an, die Tangenten haben nie eine negative Steigung.



8.5.3 Spezial-Aufgabe 1

Aufgabe:

Die Flache A zwischen der Normalparabel, der x-Achse und der Geraden x = a (mit a>0) 143t
sich nicht so einfach berechnen, aber vielleicht kann man sie durch den Mittelwert der Flache
Ajund A; "anndhern", weil A; groBer und A, kleiner ist als A.

A, = Flache des Dreiecks ORP

A, = Flache zwischen der Tangente an die Normalparabel in P, der x-Achse und der Geraden
X =a.

Berechnen Sie die Fliche A mit A=(A;+ Ay) /2

P(a |2’

T T

0 Q(?|0) R(a|0)




8.5.4 Spezial-Aufgabe 2

Aufgabe:

Die Flache A zwischen der Normalparabel, der x-Achse und der Geraden x = a (mit a>0) 143t
sich nicht so einfach berechnen, aber vielleicht kann man sie durch den Mittelwert der Flache
Ajund A, "anndhern", weil A; grofer und A, kleiner ist als A.

Dazu wird u.a. eine Tangente an die Normalparabel gelegt, die parallel zur Geraden durch O
und P ist.

A, = Flache des Dreiecks ORP

A, = Flache zwischen der Tangente an die Normalparabel in B, der x-Achse und der Geraden
X =a.

Berechnen Sie die Fliche A mit A =(A;+ Ay)/ 2

P(a |2’

T@|?)

B(?|?)

o Q7o) R(a |0)




Losung zu Spezial-Aufgabe 1

1)
Fiir die Flache des Dreiecks ORP gilt:
3
A = l.a .a’ = a.
2 2
2)
Im Punkt P(a | a?) betrdgt die Steigung:
f'(a)=2a
Die Tangente t durch P und Q hat also die Steigung m = 2a.
Nach der PSF gilt also:
2
Y74 g <—> y =2a(x-a) + a>? <==>y =2ax - 2a’>+ a?, also:
xX—a
tty =2ax - a?
3)

Die Tangente t schneide die x-Achse im Punkt Q(u | 0). Dort gilt dann (Punktprobe):
0=2au-a> <==>

0=a(2u—-a) <==>a=0 oder 2u—-a=0

Da nach Voraussetzung a>0, also a#0, folgt:

2u—a=0,also

u=a/2

also:

{2

4)
Damit betrigt die Breite des Dreiecks QRP: a—a/2 =a/2
Fiir die Flache des Dreiecks QRP gilt dann:

Ay=—=a’ ="
2 2 4
)
Fiir die Flache A gilt dann:
a3+a3 3a’

A+A4, 2 4 4 :
gt 2 4 4 3a , also:
2 2 2 8
4=

8

10



Losung zu Spezial-Aufgabe 2
1)

3
Fiir die Fliche des Dreiecks ORP gilt: 4, = % a-a’ = a?
2)
Die Steigung m der Geraden durch O und P betrigt:
aZ
m=—=a
a

Da die Tangente t parallel zur Geraden durch O und P ist, betrdgt ihre Steigung auch m = a.
B(b | b?) sei der Beriihrpunkt der Tangente t der Normalparabel.
Damit betrdgt die Steigung der Normalparabel im Punkt P(b | b*) auch m = a.

Es gilt dort:
a’
4
2

%] die Steigung m = a.

a=f'(b)=2b—>a=2b=—>b=a/2 —> B(%

3)

Die Tangente t hat also im Punkt B(%

Nach der PSF gilt also:
a2
d 4 _g <= y—iza(x—g) <==> y—izax—£<==>t: y:ax—i
v 2 4 2 4 2 4
2
4)

Die Tangente t schneide die x-Achse im Punkt Q(u | 0). Dort gilt dann (Punktprobe):

2
O=a-u- <= 0=aw-2) <==2a=0 oder u—2=0
4 4 4

Da nach Voraussetzung a>0, also a=0, folgt: u —% =0, also u = a/4 und damit:
a
—1 0
a3l°)
5)
Der Punkt T liegt auch auf't und hat die x-Koordinate a. Fiir seine y-Koordinate gilt dann:

3a*
4

2 2
y(a):a.a_a_:3i ==> T{a

4 4
6)
Damit betrigt die Breite des Dreiecks QRT: a — a/4 = 3a/4

2 3
Fiir die Flache des Dreiecks QRP gilt dann: A4, = 1 3a 3a” = a_
2 4 4 32

7)
Fiir die Flache A gilt dann:

a’ N 94> 164’ N 9a’

A 3 3
A:A1+A2: 2 32 _ 32 32 _23a ,also:Azzsa

2 2 2 64 64

11



8.6  Ableitungsregeln
8.6.1 Regel

Ein konstanter Summand féllt beim Ableiten weg.
fix)=gx)tc

f'x)=g'x)

8.6.1.1 Beispiel

fx)=x*+5

f'(x) = 8x’

8.6.2 Regel

Ein konstanter Faktor bleibt beim Ableiten erhalten.
f(x) =k - g(x)
f'x)=k- g'(x)

8.6.2.1 Beispiel

f(x)=7x"
f'(x)=7-4x
8.6.3 Regel

Eine Summe von Funktionen darf man gliedweise ableiten.
f(x) = g(x) + h(x)
f'(x) =g'(x) + h'(x)

8.6.3.1 Beispiel

f(x) = x> +x°
£'(x)=2x + 5x*

8.6.4 Weitere Beispiele

1) f(x) =3x*+5x + 8
f'x)=32x+5

2)
(x) —lx4 +lx3 +2
& 2 3

g'()c)=4-%x3 +3%x2 =2x° +x°

3) h(x) = 5x° + 10x’ + 22x
h '(x) = 10x + 30x* + 22

12



8.6.5 Regel (Kettenregel)

Motivation:
Wie leitet man folgende Funktion ab, ohne umstdndlich das Produkt auszumultiplizieren:
f(x) = (5x+3)?

Antwort:
setze: u = 5x+3
Dies induziert (zieht nach sich) eine neue Funktion, die u mit sich selbst multipliziert:

a(u) =u.?

bilde:

u'(x)=35 (innere Ableitung)
und

a'(u)=2u (duBere Ableitung)

setze nun dort u = 5x+3

Es gilt (Kettenregel):
f'x)=a'(u)-u' (x)

Kurz in Worten:
innere Ableitung mal duflere Ableitung

Am konkreten obigen Beispiel:
f'(x)=2u-5=2(5x+3) -5 =10- (5x+3) = 50x +30



8.6.6 Ableitungen bestimmter Funktionen

fix) =x", neR
f'(x)=nx"", neR

f(x) =sin x
f'(x) = cos x

f(x) =cos x
f'(x) =-sin x

f(x)=e
() =e

f(x)=Inx
fi) =

X

Standard-Aufgabe:
Bilde mit Hilfe der Kettenregel die Ableitungen von:

=

X
f (x) = sin (2x)
f(x)=5cos(4x)+ 6
f (x) :er+5
S (x)=log, x
f(x)=2-e*" +3-cos(5x—2)+4-log,(3x)+10

8.7  Hohere Ableitungen

Will man die Steigung der Funktion f'(x) an jedem x- Koordinatenwert bestimmen, muss man

die Funktion f'(x) nochmals ableiten und die sogenannte 2. Ableitung bilden:

f'(x) = ("))

Genauso kann man die 3., 4., allgemein die n-te Ableitung bilden.

14



8.8  Aufgaben
8.8.1 Standard-Aufgabe

In welchen Punkten hat das Schaubild der Funktionsgleichung
f(x)=x

a) die Steigung 2 ?

b) eine negative Steigung (zeichnerische + rechnerische Begriindung)

8.8.1.1 Losung

a)
fx)=x
f'(x) = 3%

Der gesuchte Punkt sei P(x, | yu).

a) Berechnung des x- Koordinatenwerts des Punkts:
Er hat die Steigung 2. Also gilt:

f'(xe) =2 = 3%,

X, =2/3

ul 3 5 u2 3

b) Berechnung der y-Koordinate der Punkte:
2 2 2 2

ul = f =)= === 05

- (\E) [\E] 3V3
2 2 2 2

u =f =)= =42 =5 F

e (\E) ( \E] 33

also:

2 22
Pi(,[= | =,/5 ) =Pi(0,8] 0,5
(3 13¢3 )= Pi0810.5)
2 2]
Po(-,|= [-=,/5 ) ~ P2(-0,8]-0,5
23 =343 ) 2 Pa(081-0.5)

b)
bl) f'(x)=3x*>0,da x>0
b2) Das zugehorige Schaubild hat nur Tangenten mit positiver Steigung!

15



8.8.2 Physik-Aufgabe

Ein Zugfahrplan gibt an, wann ein ein Zug an einer bestimmten Stelle (z.B. Dettingen/Teck)
eintrifft, d.h. zu welcher Zeit er sich dort befindet. Verallgemeinern wir dir dieses Szenario:
Ein Zug befindet sich nach einer bestimmten Zeit t an einer bestimmten Stelle s des
Bahndamms.

Auf der x-Achse, die hier auch mit t bezeichnet wird, wird die Zeit in der Einheit Stunden
angegeben. Auf der y-Achse, die hier auch mit s bezeichnet wird, wird der Abstand vom
Ursprung in der Einheit Kilometer angegeben.

Ein allgemeiner Fahrplan gibt zu welchem Zeitpunkt t sich ein Zug an welcher Stelle x des
Bahndamms befindet.

Das zugehorige Schaubild befindet sich unten.

Bemerkung:
Die Kurve besteht aus 4 Teilen einer Normalparabel im Bereich [0 ; 2].

Skizze:

Bahnhofsgaststitte
Stidbahnhof
| | | | |
I I | | I
-2 -1 0 1 2
<-- Richtung Wendlingen Richtung Oberlenningen -->
y ]
4 |
X
I
2 t

1) a) an der gleichen Stelle
b) er fahrt am Anfang vorwiérts, dann riickwirts.

2) a) Wie grof} ist die Durchschnittsgeschwindigkeit nach Stunden (At =4) ?
b) Wie grof} ist die Durchschnittsgeschwindigkeit nach 8 Stunden (At = 8) ?

16



3) Da die Bahn immer weniger Geld in die Instandhaltung des Schienennetzes investiert,
vertragen die Bahnschienen auch nicht mehr die alten Geschwindigkeiten.

Deswegen wird eine Firma beauftragt, aus dem obigen Schaubild die momentane
Geschwindigkeit des Zuges zu jedem Zeitpunkt zu ermitteln.

AuBerdem hat auch die Polizei Interesse daran festzustellen, ob jederzeit die
Hochstgeschwindigkeit nicht tiberschritten wurde.

a) Ermitteln Sie zuerst die Momentangeschwindigkeit des Zugs zum Zeitpunkt t = 1

Tipp: Machen Sie dies, mit Hilfe einer Radarfalle, die Sie nachts auf der Strasse gefunden
haben.

4) Beschreiben Sie die Fahrt des Zuges (bzgl. der Geschwindigkeit) vom Standpunkt
eines Reisenden.

5) Da der TUV dazu da ist, die Gesundheit der Zugreisenden zu schiitzen, wird er beauftragt,
die Geschwindigkeitsdnderung des Zuges zu untersuchen (gibt es evtl.
Geschwindigkeitsdnderungen, wie bei einer Fahrt eines Autos auf einen Baum oder bei
Achterbahnen auf dem Rummelplatz?).

Wie kann man diese Info dem s(t) - Diagramm entnehmen ?

6) Bestimmen Sie zeichnerisch s' und s". Was bedeuten s'und s" physikalisch?

17



Losung:

1) Wo befindet sich der Reisende am Anfang und am Ende der Zugfahrt ?
Féhrt der Zug nur vorwérts oder auch riickwarts ?

2)
s(4)-s(0) 8-0
a = = =2km/h
L T S,
b) s®)=s(0) _0=0_,,
0 8-0

2 |
1
12 t

1
1

1

Nach dem Zeitpunkt t = 1h beobachtet man den Zug noch At = 1h. In nach dieser Stunde hat

er die Streckenkoordinate s = 4 erreicht, da (s(2) =22 =4). Er ist also in dieser Stunde

4-1 km =3 km gefahren und hat damit eine Durchnittsgeschwindigkeit von 3 km/h erreicht.

1+ -1 _
1

3

VMittell =

Um eine bessere Anndherung der Momentangeschwindigkeit zu bekommen, beobach :n wir
den Zug eine kiirzere Zeit, z.B. At =0,1 h und iiberlegen, welche
Durchschnittsgeschwindigkeit er da zuriicklegt:

1+0,)* -1 _1,21-1 0,21 1
0,1 0,1 o1

Wihlt man At immer kleiner, ndhert sich die oben eingezeichnete Sekante der Tangenten im

Punkt P(1| 1). Die Steigung der Normalparabel im Punkt P(1 | 1) ist2 * 1 =2

VMittel2 =

Ergebnis:
Um die Geschwindigkeit zu bekommen, mufl man die Ableitung von s(t) bestimmen.

4) Siehe v(t)-Diagramm unten
5) Siehe a(t)-Diagramm unten

6) s' = v (Geschwindigkeit) und s" = a (Beschleunigung)



4
I
2
y' s'
4
|
2
V” SH
2 -
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8.8.3 Standard-Aufgabe
Legen Sie an das Schaubild der Funktion mit der Funktionsgleichung
1
h(x)==x’
(x) 2

Tangenten parallel zur Gerade mit der Funktionsgleichung
fx)=1,5x
Bestimmen Sie den Beriihrpunkt.

8.8.3.1 Losung

R damit
h'(x)= gx X2 = 4
Der gesuchte Beriihrpunkt sei B(xg | ys). xg1 =2, ys =1
Dort ist die Steigung 1,5 Xp2 = -2, yp2=-1
also gilt: also:
3.3 Bi(2 1)
PR BA(2|1)
also gilt;
3 03,
—=—X
2 87

8.8.4 Programmieraufgabe

Gegeben ist die Funktion mit der folgenden Funktionsgleichung:

f(x) =ap +a; x +a, x>+ a3z x*

b) Legen Sie Tangenten parallel zur Gerade mit der Funktionsgleichung

f(x)=mx

¢) Erstellen Sie dazu ein Ubungsaufgaben-Erstellungsprogramm:

Das Programm soll fiir a0, al, a2, a3, m alle "schonen" Schiilerwerte ermitteln.
"schoner Wert" bedeutet: einstellig (notfalls zweistellig zwischen z.B. -20 und 20) und
ganzzahlig.

20



8.8.5 Standard-Aufgabe

Gegeben ist die Funktion mit der folgenden Funktionsgleichung:

1, 3 13
X)=——X ——X——
SO == =37

a) Bestimmen Sie den Scheitel der Parabel

b) Legen Sie die Tangenten in den Punkten B(-5 | ?) und By(1 | ?) der Kurve K¢und

bestimmen Sie den Schnittpunkt dieser Tangenten.

Zeichnen Sie das Schaubild von f'in einem geeigneten Bereich auf der x-und auf der y-Achse.

ILE=1cm
interne Bemerkung: x-Achse: [-6;2], y-Achse: [-7;2], ] LE=1cm

8.8.5.1 Losung

a)
al) Ableitung:
, 1 3
X)=——x—=
Jf'(x) R

a2) Der Scheitel sei T(Xs | ys).
Berechnung des x- Koordinatenwerts des Punkts:
Fiir den Scheitel T(xs | ys) gilt:

, 1 3
0=7"(x5) :_Exs )
1 3
O=——x,——
27 2
also:
X = -3

Berechnung der y-Koordinate des Punkts:

T WL B (R S (O S
Vs = /() == ()7 -5 () -7 =-1

damit:
T(-3]-1)
b)
bl) Berechnung der y-Koordinaten von B; und B,
1 , 3 13 25 15 13
-S)=——-(-5"-=(-5——=—"+—-——=-2,also By(-5| -2
f()4()2()4424 1(-51-2)
1, 3 13 1 3 13
H=—-1"-=1-—=———-=—- —=-5,also By(1]-5
AU) 2 > 72T 71 3 2 2(1]-5)

b2) Berechnung der Tangentensteigungen
Steigung der Tangente t;: f'(-5 = —% -(-53) _% =1

Steigung der Tangente t: f'ay= —% . 1—% =-2
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b3) Berechnung der Funktionsgleichungen der Tangenten
a) Nach der PSF gilt fiir t;:

L_2):1 <==>y=x+3, also:
x=(=5)
t;: y=x+3

b4) Nach der PSF gilt fiir t,:

J’__(_15) =-2 <==>y=-2x -3, also:
% —

t: y=-2x-3

4) Schnittpunkte S(xs| ys) von t; und t,

(oder etwas mathematischer formuliert: t; M t, = S(X4|ys):
Xs+t3=ys=-2Xs-3

Xs + 3 =-2X, - 3 <> 3x,=-6 <==>x, = -2, also
ys=xs+3=-2+3=1,also:

S(-2 1)

8.8.6 Programmieraufgabe

Gegeben ist die Funktion mit der folgenden Funktionsgleichung:

f(x)=ax>+bx +c¢

a) Bestimmen Sie den Scheitel der Parabel

b) Legen Sie die Tangenten in den Punkten B (x; | ?) und By(x» | ?) der Kurve K¢ und
bestimmen Sie den Schnittpunkt dieser Tangenten.

¢) Erstellen Sie dazu ein Ubungsaufgaben-Erstellungsprogramm:

Das Programm soll fiir a, b, ¢, x;, x, und den Schnittpunkt der Tangenten alle "schonen"
Schiilerwerte ermitteln.

"schoner Wert" bedeutet: einstellig (notfalls zweistellig zwischen z.B. -20 und 20) und
ganzzahlig.

8.8.7 Wir basteln Ubungsaufgaben

Durch Riickwirtsrechnen dieser gerade geldsten Aufgabe kann man eine neue Ubungsaufgabe
basteln, deren Losung (Endergebnis) bekannt ist. Siehe dazu folgende Aufgabe:
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8.8.8 Standard-Aufgabe

Legen Sie von P(-2 | 1) aus die Tangenten an die Parabel mit der Funktionsgleichung

1, 3 13
X)=——X ——X——
SO == =37

Bestimmen Sie die Beriihrpunkte und die Funktionsgleichungen der Tangenten.

8.8.8.1 Losung
Skizze fiir ein beliebiges Schaubild K¢:

K¢

p” B(xs|yB)

Ay= f(xp)-yp
P(xp | yp)

AX=XB - Xp

Die Steigung der Tangente ist die Steigung der Kurve im Punkt B(x3p | yg), also f'(xg).

o . . A
Andererseits ist die Steigung der Tangente definiert als Ey

Damit gilt dann die sogenannte Tangentenbedingung:
' f(x )_ Y
[y =2

Xz —Xp



1) Ableitung
\ 1 3
X)=——x——
') R
2) Tangentenbedingung, kurz TB
Der gesuchte Beriihrpunkt sei B(xg, yB).
Fiir die Tangentenbedingung (TB) gilt:

Vs —1
——=f"(x TB
Sy ) ()
Es gilt aber:
1, 3 13 1 3
=——x;——Xx;,—— und f'(x;)=——x, ——
Vs 478 Ty S'(xp) 2T,
Setze dies in (TB) ein. Das ergibt dann:
lx2 3x 13 1
— Xl Tx, -
4 2 4 :_le_i <==> _lxé_ixB
Xy +2 2 2 4 2
1, 5 o 2
Zx3+xB—Z=0 <==> x, +4x,-5=0
also:

XB1 — -5, YB1 = f(-S) =-2
xpp=1 ygp=1(1)=-5
damit:

Bi(-5]-2)

Ba(1 | -5)

3) Berechnung der Tangentensteigungen
Steigung der Tangente t;: f'(=5) = _% -(-5) _% =1

Steigung der Tangente t;: f'ay= —% . 1—% =-2

4) Berechnung der Funktionsgleichungen der Tangenten
a) Nach der PSF gilt fiir t;:

y_—(_z)zl <==>y=x+3, also:
x—(=5)
t;: y=x+3

b) Nach der PSF gilt fiir t;:

r==3_,
x—1

tyy y=-2x-3

<==>y=-2x -3, also:
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8.8.9 Programmieraufgabe

Gegeben ist die Funktion mit der folgenden Funktionsgleichung:

f(x)=ax*+bx +c¢

a) Bestimmen Sie den Scheitel der Parabel

b) Legen Sie von P(x; | yp) aus die Tangenten an die Kurve K¢

Bestimmen Sie die Beriihrpunkte und die Funktionsgleichungen der Tangenten.

¢) Erstellen Sie dazu ein Ubungsaufgaben-Erstellungsprogramm:

Das Programm soll fiir a, b, ¢, x,, y, alle "schonen" Schiilerwerte ermitteln.

"schoner Wert" bedeutet: einstellig (notfalls zweistellig zwischen z.B. -20 und 20) und
ganzzahlig.

8.8.9.1 Ubungsaufgabe

Legen Sie von P(-1 | 1) aus die Tangenten an die Parabel mit der Funktionsgleichung
f(x) = 3x3 -5x -x
Bestimmen Sie die Beriihrpunkte und die Funktionsgleichungen der Tangenten.

Losung:

1) Ableitung

f'(x) =9x%-10x -1

2) Tangentenbedingung, kurz TB

Der gesuchte Beriihrpunkt sei B(xp, yg).
Fiir die Tangentenbedingung (TB) gilt:

yp—1 '
e ACONCL
Es gilt aber:
v =3x; —5x; —x, und f'(x,)=9x; —10x, —1
Setze dies in (TB) ein. Das ergibt dann:

3 2
—5x o, -1
3%y 5% —xy =1 _ 9x; —10x, -1 <==>

X, +1
3x, —5x, —x, —1=9x; —10x; —x, +9x; —10x, —1 <==>
—6x; —45 +10x, =0 <==>
x,(=6x; —4x, +10) =0 <==>
Fall 1:

xp1 = 0, also:
XB1 — 0

Fall 2:

—6x; —4x, +10=0, also
XB2 = 1

XB3 — -5/3

also:

xg1 =0, yg1 =1f(0)=0
XB2 — 1 y¥B2 = f(l) =23

xp3 =-5/3 yp3 =1(-5/3) =-235/9= -26—
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damit:

By(0]0), Bu(l|-3) ,Bs(-5/3| —26%)

3) Berechnung der Tangentensteigungen
f'(x;)=9x; —10x, —1

Steigung der Tangente t;: £'(0)=9-0°-10-0-1=-1
Steigung der Tangente t;: f'1)=9-1"-10-1-1=-2

2
Steigung der Tangente t3: f‘(—%) =9. [— gj -10- —%—1 = % = 40%

4) Berechnung der Funktionsgleichungen der Tangenten
a) Nach der PSF gilt fiir t;:
y—0
x—=0
1 y=-x

=-1 <==>y=-x, also:

b) Nach der PSF gilt fiir t;:
r=) =-2 <==>y=-2x -1, also:
x—1
t y=-2x-1
c¢) Nach der PSF gilt fiir t5:
235

y_(_T) 122 122 375 122 125 2 2
= <= y=—X+— <> y=—x+—<=> p=40—x+41—
5 3 3 9 3 3 3 3
x—(=2)
3
also:

122 125

3. N M T

3 3



9 Extrempunkte

9.1 Vorbetrachtungen
9.1.1 Definition

Eine Funktion f heiflt im Intervall [a, b] = {xeR | a <x < b} streng monoton wachsend
(zunehmend bzw. steigend ), genau dann wenn fiir alle x; €[a, b] und x,€[a, b] gilt:
X1 <Xy ==> f(x1) <f(x,)

Anschaulich:
y-Wert des linken x-Werts ist kleiner als y-Wert des rechten x-Werts

Eine Funktion f heit im Intervall [a, b] streng monoton fallend (abnehmend), genau dann
wenn fiir alle x; €[a, b] und x,€[a, b] gilt:
X1 <% ==> f(x1) > f(x2)

Anschaulich:
y-Wert des linken x-Werts ist grof8er als y-Wert des rechten x-Werts

9.1.2 Aufgabe

Geben Sie Beispiele fiir Funktionen f, g, h mit folgenden Eigenschaften:
f ist streng monoton wachsend.

g ist streng monoton fallend.

h ist weder streng monoton wachsend noch streng monoton fallend.

9.1.2.1 Losung

f(x) = 2x
g(x) = -2x
h(x) = x>

9.1.3 Aufgabe

Welche Eigenschaft muss die Steigung einer Funktion in jedem Punkt haben, um daraus
schlieBen zu konnen, dass sie streng monoton wachsend ist ?

9.1.4 Satz

f'(x) > 0 fiir alle x € [a, b] ==> f ist streng monoton wachsend in [a, b]
f'(x) <0 fiir alle x € [a, b] ==> f ist streng monoton fallend in [a, b]

Problem:

Kann man von der Steigung einer Kurve in einem Punkt auf das Verhalten der Kurve in
einem kleinen Intervall schlieBen ?

(Kann man von der Steigung des letzten Aktienkurses sein Verhalten in nichster Zukunft
vorhersagen??)

Dazu folgende Aufgabe:
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9.1.5 Aufgabe

a) Die Steigung einer Funktion f an der Stelle x sei: f'(xo) > 0
b) Die Steigung einer Funktion fan der Stelle x sei: f'(x¢) <0
c¢) Die Steigung einer Funktion f an der Stelle x sei: f'(x0) =0

Was kann man dann jeweils {iber den Verlauf des Schaubilds K¢ in einer "kleinen" Umgebung
von Xy, abgekiirzt U(x) (= kleines Intervall mit Mittelpunkt x,) aussagen ?

Machen Sie sich dies anhand einiger Beispiele (Zeichnungen) klar.

Warum gilt das nur fiir ein kleines Intervall ?

Betrachten Sie fiir den Fall c¢) die zwei Funktionen
fi(x) = x* und f5(x) = - x* an der Stelle, wo die Steigung 0 ist.

9.1.6 Satz

a) f'(xg) >0 =>
f ist streng monoton wachsend in einer "kleinen" Umgebung um Xy

b) f'(x¢) <0 ==>
f ist streng monoton fallend in einer "kleinen" Umgebung um xg

¢) f'(x¢) =0:
keine Aussage mdoglich.

Anschaulich:

Sitzt man mit verbundenen Augen in einer Achterbahn an einem Punkt mit waagrechter
Tangente, dann weill man nicht, ob es fallend oder steigend weitergeht.

Betrachten Sie fiir den Fall c) die zwei folgenden Beispiele:

9.1.6.1 Beispiel: fi(x) =x°

In jeder noch so kleinen Umgebung U(0) ist die Funktion f; streng monoton steigend.
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9.1.6.2 Beispiel: f)(x) =-x*

Kp

In jeder noch so kleinen Umgebung U(0) ist die Funktion f; streng monoton fallend.

9.1.7 Frage

Warum gilt die Umkehrung der obigen Sitze nicht ?
Warum sind also folgende Aussagen falsch ?

a)f'(xg) >0 <==
f ist streng monoton wachsend in einer "kleinen" Umgebung um xo

b) f'(x) <0 <=
f ist streng monoton fallend in einer "kleinen" Umgebung um X,

Antwort:
a) Wihle f(x) = x* und x, = 0, dann gilt:
f'(x)=3x?>und f'(xg) =f'(0)=3-0>=0

Damit gilt dann:
(falsch) f'(xp) =f'(0)=0>0 <==
f ist streng monoton wachsend in einer "kleinen" Umgebung um xo =0 (wahr)

b) Wihle f(x) = -x* und x¢ = 0, dann gilt:
f'(x) =-3x*und f'(x9) =f'(0)=-3-0>=0

Damit gilt dann:
(falsch) f'(xg) =f'(0)=0<0 <==
f ist streng monoton fallend in einer "kleinen" Umgebung um xo =0 (wahr)
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9.1.8 Definition

Eine Funktion f macht an der Stelle xy einen Vorzeichenwechsel (VZW), genau dann wenn
f(x) beim Durchgang (von links nach rechts) durch die Stelle xy das Vorzeichen wechselt.

Bemerkung:
Wenn das Vorzeichen von + nach - wechselt, sagt man VZW von + nach -
Wenn das Vorzeichen von - nach + wechselt, sagt man VZW von - nach +

9.1.8.1 Beispiele

Ky
T 1
Kp
| e — <

| |
1 XN\\

f; macht an der Stelle xn einen VZW von - nach +
f> macht an der Stelle xy einen VZW von + nach -

9.1.9 Frage

Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem VZW (von - nach + bzw. von + nach -) einer
Funktion f an der Stelle xy und

a) dem Funktionswert f(xy)

b) dem Verlauf des Schaubilds K¢ in einer "kleinen" Umgebung U(xy) ?

9.1.10 Satz

1) Eine Funktion f macht an der Stelle xy einen VZW von - nach + <==>
f(xny) =0und f ist streng monoton wachsend in einer "kleinen" Umgebung U(xx)

2) Eine Funktion f macht an der Stelle xy einen VZW von + nach - <==>
f(xn) =0 und f ist streng monoton fallend in einer "kleinen" Umgebung U(xy)

Bemerkung:
Um einen VZW nachzuweisen, suchen wir "einfachere" Kriterien als die strenge Monotonie

in einer "kleinen" Umgebung U(xy). Deswegen folgende Frage: 30



9.1.11 Frage

Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem VZW (von - nach + bzw. von + nach -) einer
Funktion f an der Stelle xy und f'(xn) bzw. f(xn).
Benutzen Sie dazu die obigen Sitze.

9.1.11.1 Antwort

Tafelbild (dynamische Entwicklung in mehreren Schritten):
)]

VZW von f an xy von -nach + <---> f streng monoton wachsend in U(xn) A f(xn) =0

2)
Gibt es eine hinreichende Bedingung fiir "f streng monoton wachsend in U(xy)" ?

VZW von fan xN von -nach + <---> fstreng monoton wachsend in U(xy) A f(xn)=0

i
f'(xx)>0
3)
VZW von f an xN von -nach + <---> f streng monoton wachsend in U(xy) A f(xn) =0
i
f'(xn)>0 A f(xn) =0
4)

Nach der "Kettenregel" A - B A B — C = A — C kann man dann schliessen:
VZW von fan xN von -nach + <---> fstreng monoton wachsend in U(xy) A f(xn) =0

\ f! (XN) > () A f(XN) =0

Aus der obigen Antwort folgt:

9.1.12 Satz
1)

f(xn) =0 A f'(xn) <0 ==> fmacht an der Stelle xy einen VZW von + nach -

2)
f(xn) =0 A f'(xn) >0 ==> fmacht an der Stelle xy einen VZW von - nach +
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9.1.13 Frage

Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass die Umkehrung nicht gilt, dass also folgendes falsch
ist:

1) Die Aussage
f(xn) =0 A f'(xy) <0 <== fmacht an der Stelle xy einen VZW von + nach -
ist falsch

2) Die Aussage

f(xn) =0 A f'(xny) >0 <== fmacht an der Stelle xy einen VZW von - nach +
ist falsch

9.1.14 Losung

1)
fix)=x3
f1'(x) = 3x?

wahle xny =0

Dann wiirde gelten:

f1(0) =0 A £,'(0) <0 <== f; macht an der Stelle 0 einen VZW von - nach +
Diese Aussage ist falsch !

2)
fi(x) =-x3
fi'(x) = -3x?

wiahle xx =0

Dann wiirde gelten:

£,(0) =0 A £5'(0) > 0 ==> f, macht an der Stelle xy einen VZW von + nach -
Diese Aussage ist falsch !

9.1.15 Bemerkung

Aus obigen Satz folgt auch:
f(xn) =0 A f'(xy) 20 ==> fmacht an der Stelle xx einen VZW
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Wichtiges Ergebnis unserer Betrachtung (anschaulich):

Wenn an einer Nullstelle xy einer Funktion die Steigung 0 ist, kann man nicht auf einen VZW
schlieBen.

Skizze:
y 4
kein
VZW
A
1 -+
| Tl - > X
1 XN
VZW \‘
\
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9.2  Einfithrendes Beispiel zu Extrempunkten

1 5 3 , 9 21
X)=—X +—x" ——x+—
J@) 16 16 16 16
\ 3, 3 9
X)=—x +-—x——
S 16 g8 16
3 3
"xX)==—x+—
ST =gxEg

9.2.1 Aufgaben und Fragen

1) Zeichnen Sie die Schaubilder von f, f ' und f" im x-Bereich [-5; 3] und y-Bereich [-2; 3],
1 LE = 1 cm jeweils untereinander in 3 verschiedene Koordinatensysteme ein.
Erstellen Sie dazu zuerst mit Hilfe des Taschenrechners eine Wertetabelle.

2) Wenn man die Kurve K¢ z.B. in der Draufsicht als eine Rennstrecke interpretiert, die von
links nach rechts durchfahren wird, dann besteht diese Kurve aus einer Rechts und einer
Linkskurve.

Wo ungeféhr (in welchem Bereich auf der x-Achse) befindet sich die Linkskurve bzw. die
Rechtskurve ?

3) Zeichnen Sie den Tiefpunkt T und den Hochpunkt H der Kurve K¢ ein.

Warum sagt man zu einem Tiefpunkt auch relatives (bzw. lokales) Minimum und zu einem
Hochpunkt relatives (bzw. lokales) Maximum ?

Bem: Einen Hochpunkt bzw. Tiefpunkt nennt man auch Extrempunkt.

4) Welcher Zusammenhang besteht zwischen einer Links- bzw. Rechtskurve und einem
Hoch- bzw. Tiefpunkt ?

5) Welche Eigenschaft hat eine Links- bzw. Rechtskurve ?

Schauen Sie sich dazu die Schaubilder der obigen Funktionen an.

Wie verhalten sich die Ableitungen, wenn die Kurve von links nach rechts durchlaufen wird ?
Wie kann man dies mathematisch beschreiben ?

6) a) Welche Eigenschaft (Ableitung) hat ein Extrempunkt ?

b) Wie verdndert sich der y-Wert innerhalb einer gewissen Umgebung ("kleines Intervall")
links und rechts des Tiefpunkts (Hochpunkts), wenn x zunimmt ?

c¢) Wie verindert sich die Steigung in einer gewissen Umgebung ("kleines Intervall") des
Tiefpunkts (Hochpunkts), wenn x zunimmt ?

Schauen Sie sich dazu die Schaubilder der obigen Funktionen an.

7) a) Was versteht man wohl in der obigen Kurve Ky unter einem Wendepunkt ?

Stellen Sie sich dazu vor, was mit dem Lenkrad eines Autofahrers in diesem Punkt geschieht.
b) Zeichnen Sie den Wendepunkt der Kurve ein.

¢) Skizzieren Sie den Kurvenverlauf einer "prinzipiell anderen Rennstrecke", die auch einen
Wendepunkt besitzt.

d) Wie groB3 ist f "(xy,) ? Begriinden Sie ! (xy ist der x-Koordinatenwert des Wendepunkts).
e) Wie verindert sich f'(x) innerhalb einer gewissen Umgebung links und rechts des
Wendepunkts, wenn x zunimmt ?
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9.2.2 Losung
1)

o
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9.2.2.1 Wertetabelle

X -6,0 -55 -50 45 -40 -35 -30 -25 -20 -15
f(x) -2,06 -0,32 1,00 1,95 2,56 2,90 3,00 2,91 2,69 2,37
f(x) 3,94 3,06 2,25 1,55 0,94 0,42 0,00 -0,33 -0,56 -0,70
f'(x) -1,88 -1,69 -1,50 -1,31 -1,13 -0,94 -0,75 -0,56 -0,38 -0,19

X -0 05 00 05 10 15 20 25 30 35 4,0
f(x) 2,00 1,63 1,31 1,09 1,00 1,10 1,44 2,05 3,00 4,32 6,06
f(x) -0,75 -0,70 -0,56 -0,33 0,00 0,42 0,94 1,55 2,25 3,05 3,94
f’(x) 0,00 0,19 0,38 0,56 0,75 0,94 1,13 1,31 1,50 1,69 1,88

9.2.2.2 Ungefihre Angabe der Links- und Rechtskurve

Linkskurve: rechts des Ursprungs
Rechtskurve: links des Ursprungs

9.2.2.3 relatives (lokales) Maximum, relatives (lokales) Minimum

Ein Tiefpunkt hat in einer Umgebung lokal (nicht unbedingt global) ein relatives (bzw.
lokales) Minimum.

Ein Hochpunkt hat in einer Umgebung lokal (nicht unbedingt global) ein relatives (bzw.
lokales) Maximum.

Ein relatives (bzw. lokales) Minimum bzw. relatives (bzw. lokales) Maximum heif3t auch
Extremum .

Einen Hochpunkt bzw. Tiefpunkt nennt man auch Extrempunkt.

Bem:

Es kann mehrere Tiefpunkte bzw. Hochpunkte geben.

9.2.2.4 Zusammenhang Links- bzw. Rechtskurve und Hoch- bzw. Tiefpunkt

Ein Tiefpunkt (relatives Minimum) liegt auf einer Linkskurve.
Ein Hochpunkt (relatives Maximum) liegt auf einer Rechtskurve.

9.2.2.5 FEigenschaften Linkskurve und Rechtskurve

Uberall dort, wo das Lenkrad des die Rennstrecke (von links nach rechts) durchfahrenden
Autos noch nach links zeigt, also die Tangenten sich noch nach links drehen, d.h. die
Steigung noch zunimmt, ist die Linkskurve (dort ist sie konvex). Die Steigung nimmt zu
(siehe Satz oben), wenn die Ableitung der Steigungsfunktion, also f"'(x) > 0 ist.

Uberall dort, wo das Lenkrad des die Rennstrecke (von links nach rechts) durchfahrenden
Autos noch nach rechts zeigt, also die Tangenten sich noch nach rechts drehen, d.h. die
Steigung noch abnimmit, ist die Rechtskurve (dort ist sie konkav). Die Steigung nimmt ab
(sieche Satz oben), wenn die Ableitung der Steigungsfunktion, also f"(x) <0 ist.

Zusammenfassend gilt:
f"(x) > 0 ==> Ky ist Linkskurve
f"(x) <0 ==>Ky ist Rechtskurve
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9.2.2.6 Bedingungen fiir Hochpunkt und Tiefpunkt

f'(xy) =0 A f"(x1) >0 ==> T(x7, yr) ist Tiefpunkt.
f'(xp) =0 A f"(xg) <0 ==> H(xy, yn) ist Hochpunkt.

Wenn die Voraussetzungen nicht erfiillt sind, gibt es noch eine weitere Kriterien:

9.2.2.7 Bedingungen fiir Hochpunkt und Tiefpunkt

f' macht an xt eine VZW von - nach ==> T(xr, yr) ist Tiefpunkt
f' macht an xiy eine VZW von + nach - ==> H(xy, yg) ist Hochpunkt

Bemerkungen:

Es gibt also 2 Bedingungen fiir Hoch- und Tiefpunkte:

Eine mit, die andere ohne VZW.

Ein VZW ist nicht so einfach mathematisch nachzuweisen. Wir konnen dies nur, indem wir
das Schaubild der Funktion anschauen. In der Bedingung ohne VZW ist ein mathematischer
Nachweis (f ' und f " an einem Punkt berechnen) mathematisch einfacher.

Warum benutzt man dann nicht nur die Bedingung ohne VZW?
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9.2.2.8 Wendepunkt

a) Hier geht die Rechtskurve in eine Linkskurve iiber.

b) Einzeichnen des Wendepunkts.

¢) Ein Wendepunkt kann auch dadurch entstehen, dass eine Linkskurve in eine Rechtskurve
iibergeht.

Drehen Sie dazu ihr Blatt mit den Schaubilder um, heben es gegen das Licht und betrachten
die "durchschimmernde" Kurve von K¢

d) Er ist dort, wo die Rechtskurve (f "(x) < 0) in eine Linkskurve (f"(x) > 0) tibergeht (oder
umgekehrt eine Linkskurve (f"(x) > 0) in eine Rechtskurve (f "(x) < 0) libergeht). Dort muss
also ein VZW stattfinden.

e) Es gilt also:

9.2.2.9 Bedingungen fiir Wendepunkte

W(xw, yw) ist Wendepunkt <==> {" macht an xw einen VZW

Da nach einem obigen Satz gilt:
f"(xw) =0 A f"(xy) #0 ==> f" macht an x,, eine VZW

folgt:

9.2.2.10 Bedingungen fiir Wendepunkte

£(xw) =0 A f"(xw) £ 0 ==> W(xw, yw) ist Wendepunkt.

Bemerkungen:

1) Es gibt also 2 Bedingungen fiir Wendepunkte:

Eine mit, die andere ohne VZW.

Ein VZW ist nicht so einfach mathematisch nachzuweisen. Wir konnen dies nur, indem wir
das Schaubild der Funktion anschauen. In der Bedingung ohne VZW ist ein mathematischer
Nachweis (" und "' an einem Punkt berechnen) mathematisch einfacher.

Warum benutzt man dann nicht nur die Bedingung ohne VZW?

2) Die Bedingung mit VZW und ohne VZW unterscheiden sich durch die Art der Bedingung
(<==>Dbzw. ==>).

Das bedeutet konkret:

Wenn die Bedingung f"(xw) =0 A f
Existenz eines Wendepunkts machen.

m

(xw) # 0 falsch ist, kann man keine Aussage iiber die

Aber:
Wenn die Bedingung f " macht an xy einen VZW falsch ist, kann man folgern, dass es
keinen Wendepunkt gibt.

Frage

Angenommen, man weill von einem Punkt, dass er ein Extrempunkt ist.
Was kann man dann iiber die Steigung in diesem Punkt aussagen ?
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9.2.2.11 Satz

T(xt, yr) ist Tiefpunkt. ==>f'(x1) =0
H(xy, yn) ist Hochpunkt.==> {'(xy) =0
anders ausgedriickt:

E(Xe, ye) ist Extrempunkt ==> f'(x.) = 0

Ein Extrempunkt ist also eine hinreichende Bedingung, dass dort die Steigung 0 ist
oder anders ausgedriickt:
f'(xe) = 0 ist eine notwendige Bedingung fiir einen Extrempunkt.

2) Warum ist die Bedingung "Die Steigung ist 0" keine hinreichende Bedingung fiir einen
Extrempunkt ? Geben Sie ein Beispiel:

f(x) =x3
f(0) = 0, aber P(0]0) ist kein Extrempunkt (sondern ein Wendepunkt).
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9.2.3 Berechnung Extrempunkte und Wendepunkte obiger Aufgabe

a) Ableitungen:
1 5 3 , 9 21
=—Xx +—x" ——x+—
TO=16 16" 16" 16
. 3 , 3 9
X)=—x"+=—x——
S 16 8 16
=2

) =

oLy R

b) Extrempunkte
Extrempunkte E(Xc|ye): f'(xe) =0
3 3 9
0=f"(x,)="—x+=x, ——
S 16 © 8 ° 16
3 9 16
0=—x  +—x, .
16 8 16 3
0=x>+2x,-3
also (Mitternachtsformel, bzw. abc-Formel):

1 3 9 21
%0 =3 g = ()= (B (D) e () T3

1 3 9 21
Xo =1 ., :f(l):E'P‘*‘E'IZ_E'I‘FE:l

3 3 3
"(3)==.(-3)+=—=—"< () ==>HP
3= (D=

3

3 3 3
"M==14—=—>0=>TP
A

also:
H(-3 | 3) Hochpunkt
T(1 | 1) Tiefpunkt

¢) Wendepunkte
Wendepunkte W(Xy|yw): £"(Xw) =0

3 3

0=7f"(x,)=—x,+—

S =g Xty
O:E)cw+E
8 8

1 3 9 21
=—1 y = f(-D=— (-] + = (=) = (-)+—=2
X, v, =f(=D 16( ) 16( ) 16( ) T

S = % # 0, also Wendepunkt

also:
W(-1|2) Wendepunkt



9.2.4 Interessante Eigenschaften

9.2.4.1 Hochpunkt, aber nicht f''(xg) <0

Wenn die Bedingung f "(xy) < 0 nicht gilt, kann man keine Aussage dariiber machen, ob es
sich um einen Hochpunkt handelt.

Beispiel

flx)=x*

f'(x) = 4x°

f'(x)=12x*

Die Kurve Ky hat (laut Zeichnung) einen Tiefpunkt bei T(0|0), obwohl dort

£"(0) = 12-0% = 0 ist.

9.2.4.2 Tiefpunkt, aber nicht f "'(xy) >0

Wenn die Bedingung f "(xg) > 0 nicht gilt, kann man keine Aussage dariiber machen, ob es
sich um einen Tiefpunkt handelt.

Beispiel

f(x) = x"

f'(x) = -4x°

f'(x) =-12x*

Die Kurve Ky hat (laut Zeichnung) einen Hochpunkt bei H(0|0), obwohl dort

£"(0) =-12-0* =0 ist.

9.2.4.3 Wendepunkt, aber nicht f'"'(xy) # 0

Wenn die Bedingung f "'(xy) # 0 nicht gilt, kann man keine Aussage dariiber machen, ob es
sich um einen Wendepunkt handelt.

Beispiel

f(x) =x’

f'(x) = 5x*

f"(x) = 20x°

£"(x) = 60x*

Die Kurve Ky hat (laut Zeichnung) einen Wendepunkt bei W(0|0), obwohl dort

£(0) = 60-0> = 0 ist.

Zusammenfassend:

f'(xp)=0Af"(xr)=0 =#> T(xr, yr) ist kein Tiefpunkt.
f'(xg) =0Af"(xg) =0 =#> H(xy, yn) ist kein Hochpunkt.
f"(xw) =0 A f"(xw) =0 ==> W(xXw, yw) ist kein Wendepunkt.
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Musteraufgabe mit Musterlosung:

Gegeben ist die Funktion f mit

flx)=x*- 6x2+9

Untersuchen Sie das Schaubild K¢ dieser Funktion bzgl:
a) Symmetrie (Punktsymmetrie / Achsensymmetrie)

b) Achsenschnittpunkte

c¢) Ableitungen

d) Extrempunkte

e) Wendepunkte

f) Wendetangenten

Losung:
a) f(-x) = (-x)* - 6(-x)2+9=x"- 6x2+9=1f(x)
Das Schaubild Ky ist achsensymmetrisch zur y-Achse.

b) Achsenschnittpunkte:

b1) Schnittpunkte Sy(0 | ys) mit der y-Achse: Sy(0 | y;)e K
ys=1(0)=9

Sy(0[9

b2) Schnittpunkte Sx(Xs | 0) mit der x-Achse: Sx(xs | 0) € K¢
0=1f(x)=Xs'- 6x2+9

setze u = x4 (dieser Trick hei3t Substitution)

0=xs'- 6x2+9=(x))* 2-3x2+3*=u2-6u+9

0=u?-6u+9 Jetzt Mitternachtsformel oder weiter umformen zu (Binomische Formel):

0= (u-3)

0=@W-3)-(u-3)

Ein Produkt a - b ist Null, genau dann wenn a oder b Null ist, also:
0=u-3

u=3also x32=3

X1 =\/§a Xgo = —\/5

also:

S.(310), S,(=/3]0)

c) Ableitungen:
flx)=x*- 6x2+9
f'(x)=4x>- 12x
f'(x)=12x"- 12
f"(x)=24x

d) Extrempunkte

Extrempunkte E(Xc|ye): f'(xe) =0

0="f'(x)=4xc - 12 xe

4% - 12%.=0

Xe (4% - 12)=0

Ein Produkt a - b ist Null, genau dann wenn a oder b Null ist, also:
Falll: x.=0

also: X =0 und y,; =f(0) =9
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Fall2: 4x.7- 12=0 |: 4
2 _

Xe =3

also:

X, =3, y,=f(3)=0
Y= =3, yu=f(=3)=0
£"(0)=-12<0 ==> HP

f'(3)=24>0 = TP
F(—3)=24>0 = TP

also:
T,(\3|0)  Tiefpunkt

T, (—\/g |0) Tiefpunkt
H(0]9) Hochpunkt

e) Wendepunkte
Wendepunkte W(xy|yw): f"(Xw) =0
£'(xy) = 12 X% - 12
0 =12x, - 12
2 _
Xy = 1
Xwl = 1, Ywi :f(l) = 4
Xw2 = '17 Yw2 = f('l) =4

f"(1)=24+0 ==>WP
f"(-1)=-24#0 ==> WP
also:

W, [4) Wendepunkt
Wy(-1[4) Wendepunkt ==> WP

f) Wendetangenten:
1) Gleichung der Wendetangente in Wy(1 | 4) :
f'(1) = -8, damit gilt nach der PSF:

_8:y_4

x—1
tl: v=-8x +12

2) Gleichung der Wendetangente in Wo(-1 | 4) :
f'(-1) = 8, damit gilt nach der PSF:
y—4

Q=
x+1

2:y=8x+12
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10 Extremwertaufgaben

Motivation:
Wann hat eine Funktion einen gréfiten bzw. kleinsten Wert ?

10.1 Satz

Eine Funktion, die eine "glatte Kurve (ohne Ecken und Kanten und ohne beim Zeichnen den
Schreibstift abzusetzen)" besitzt hat in einem abgeschlossenen Intervall

[a,b] = {xeR |a<x <b}

dort einen groflten bzw. kleinsten Wert (absolutes Maximum, absolutes Minimum).

Diese absoluten Extrema kdnnen nur auftreten

- am Rande des Definitionsbereichs

- wo die Funktion relative Extrema hat

30 -

2 \/ NV N W

-30 -

Wichtige Bemerkung:
Bei einem offenen oder halboffenem Intervall gehoren die Intervallgrenzen nicht mehr zum

Intervall dazu, also:

la;b[ = {xelR|a<x<b} alternative Schreibweise: (a ; b)
[a;b] ={xelR|]a< x<b} alternative Schreibweise: [a ; b)
Ja;b] ={xelR|a< x<b} alternative Schreibweise: (a ; b]

Dann muss man den Grenzwert bilden, also f(x) fiir x gegen a bzw. x gegen b.

Beispiel:
1
f(x)=—
X
D=10; 10]
lim f(x)= liml -->00
x—>0 x=>0 x
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10.2 Aufgabe

Aus einem quadratischen Stiick Pappe mit der Seitenldnge a = 10 soll eine oben offene
Schachtel geformt werden. Dazu sollen an den Ecken quadratische Segmente der Lénge x
entfernt werden und die so entstehenden Seitenwiande hochgeklappt werden. Je nach Grofie
der entfernten Segmente entstehen Schachteln mit unterschiedlicher Form und Volumen. Wie
ist x zu wihlen, damit das Volumen der Schachtel (Aschenbecher) am grofSten wird ?

A
X
z
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Tipp:

Versuchen Sie eine Funktion zu basteln, in der das Volumen in Abhéngigkeit von x

angegeben ist.
1. Losung (Informatik):
Programm (mit Brute Force) !

2. Losung (Mathematik):

Zeichnen Sie das Schaubild dieser Funktion.

Welche Eigenschaft hat der Punkt, in dem das Volumen am grofBten ist ?

Losung:
1) Zielfunktion:
Vxyz)=x-y -z

2) Nebenbedingung:
y=10-2x
z=10-2x

3) Reduktion auf 1 Variable:
V(x)=(10-2x)* - x = 4x3 - 40x2 +100x

4) Ableitungen:
V'(x)= 12x*- 80x +100
V"(x) = 24x - 80

5) Definitionsbereich:
D =[0; 5]

6) Lokale Extremwerte E(x, | V¢): V'(xc) = 0:

12 x2-80 X, +100=0
Xe1= —€D
3

V'"(Xe1) =-40 <0
also: relatives Maximum bei
5

Xel = 7>
3

V(%) —2000/27 ~ 74,07

X2=5e€D

V'"(Xe2) =40>0

also: relatives Minimum
bei Xe2 = 5.

7) Randwertuntersuchung:

V(©0)=0
V(i5)=0
8) Ergebnis:

Das Volumen erreicht fiir x,, = % sein absolutes Maximum V(%) =

2000

~ 74,07 VE
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10.3 Aufgabe

gegeben:
Die Funktion

f(x) = —%(x2 -2x-15)

Im 1. Quadranten soll dem Schaubild von f ein Dreieck RST einbeschrieben werden. Die
Ecke R sei auf der x-Achse beweglich. S(5/|0) bleibt fest und T liegt senkrecht iiber R auf dem

Schaubild K.

gesucht:
Fiir welchen Punkt R wird die Dreiecksflache am grof3ten ?

Losung:

T(r|f(r))

v

>

R(r]0) S(5(0)

1) Zielfunktion:
1
A(g, )= 58 h
2) Nebenbedingung:
g=5-r
h = f(r)
3) Reduktion auf 1 Variable:

A(r)= %(S—F)'f(l") I%(S—l")'—%(?’z -2r-15)

=—l(5r2 —10r=75—7r> +2r* +15r) = —l(—r3 +7r +5r—175) =lr3 —Zrz —§r+
8 8 8 8 8
A(r) =lr3 —Zrz —érJrE
8 8 8 8

75

8
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4) Ableitungen:

3, 7 5

A'rY==r"——r——

) 4 8
7
A"(ry=—r——
(r) 272

5) Definitionsbereich:
D =[0; 5], da Dreieck im 1. Quadranten.

6) Lokale Extremwerte A(r | Ae): A'(re)=0

Erez _Zre_ézo | . _8
8 4 8
~3r7 +14r, +5=0
r,=5€D
1
v, =—§§ED
3 7

A"(S) = Z -5 _Z =2>0 also: relatives Minimum bei r,; = 5.

Wir suchen aber Maximum!

7) Randwertuntersuchung:

A(0)= % =9,375
A(5)=0
8) Ergebnis:

Fiir R(0]0) erreicht die Flache des Dreiecks ihr globales (absolutes) Maximum von 9,375 FE.
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11  Integralrechnung

Motivation:
Bestimmung des Flicheninhalts unter einer Kurve

A

X=a X;=XotAX  X,=Xot2-AX Xp-1 = xn:b
Xot+(n-1)-Ax

b—a

Es sei: Ax = A b>a

n

11.1 Das bestimmte Integral

11.1.1 Voraussetzungen
1) fist stetig (d.h. das Schaubild von f kann - ohne mit dem Bleistift abzusetzen - gezeichnet
werden)

2) f(x) > 0 fiir x €[a,b]

11.1.2 Naherung fuir die Flache

Der Flacheninhalt, der von der Kurve Ky, der x-Achse und den Geraden mit den Gleichungen
x =aund x = b begrenzt wird, kann angendhert werden durch:

n-1
Zf(xi)-Ax i= Ax - f(x0) T Ax - f(x)) + Ax - f(x2) + ... + Ax - f(Xp-1)
i=0

(Kann man sich programmtechnisch als "Schleife" denken)

v
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11.1.3 Definition

n-1
Den Grenzwert [/], der Summe ) f(x,)- Ax

i=0
der Fldcheninhalte der Treppen nennt man das bestimmte Integral der Funktion f zwischen
den Grenzen a und b und schreibt dafiir:

[ £ = lim 3 fix ) Ax

n——>00 =0

11.1.4 Bemerkungen

1) Schreibweise:

Diese Schreibweise wurde von Leibniz eingefiihrt. Das Zeichen j ist aus einem S (von S wie

Summe, lateinisch Summa) entstanden. Statt Ax ist dx gesetzt um anzudeuten, dass bei dem
Grenziibergang Ax gegen 0 strebt.

2) Geometrische Interpretation

b
Geometrisch bedeutet j f(x)dx die MaBzahl des Inhalts des Flachenstiicks das von einer

Kurve mit der Funktionsgleichung y = f(x) , der x-Achse und den Parallelen zur y-Achse mit
den Gleichungen x=a und x=b begrenzt wird.

11.1.5 Erweiterung der Voraussetzungen

11.1.5.1 Bestimmtes Integral fiir Funktionen mit negativen Funktionswerten

Bisher wurde vorausgesetzt:
f(x) > 0 fiir x €[a,b]

gilt dagegen:
f(x) < 0 fiir x €[a,b]
dann folgt aus der Definition des Integrals:

[£Godx = lim if(xi)-m <0

n——>00 i=0

11.1.5.2 Bestimmtes Integral fiir "beliebige" Funktionen

b
Wechselt f(x) zwischen negativen und positiven Funktionswerten, dann gibt j f(x)dx die

sogenannte bilanzierte Fliche an. In ihr werden die Positivflichen und die Negativflachen
miteinander verrechnet.

Da dieser Wert auch negativ werden kann, bezeichnen wir diesen Wert in Zukunft mit I (wie
Inhalt). Der Buchstabe A wird dagegen fiir die (immer positive) tatsdchliche Flidche
verwendet (so wie sie der Fliesenleger berechnet).
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Arbeitsblatt zum Thema:

Aufgabe

Eine Autovermietungsfirma berechnet die Kosten ihrer Verleihung nach den gefahrenen
Kilometern. Nach der Vermietung eines "alten" Autos kann der Kilometerstand nicht mehr
abgelesen werden, weil der Kilometerzadhler "plotzlich" und "vollig unerwartet" defekt wurde.
Der Autovermieter will trotzdem mit Hilfe des eingebauten Fahrtenschreibers die gefahrenen
Kilometer berechnen.

Beim Fahrtenschreiber wird auf der y-Achse die Geschwindigkeit v (hier in km/h) und auf der
x-Achse die gefahrene Zeit t(hier in Stunden) angegeben.

1) Wie ist die negative Geschwindigkeit zu interpretieren?

2) Ermitteln Sie durch abmessen und rechnen aus dem folgenden Schaubild eines
hypothetischen Fahrtenschreibers Folgendes:

a) die tatsichlich gefahrenen Kilometer (Ndherung) nach 9 Stunden

b) den Kilometerstand nach 9 Stunden. (Der Kilometerstand bei Fahrtantritt ist 0 ).

Achtung:

Wenn man mit einem "alten" Auto rickwarts fahrt oder aus "Versehen" iiber Nacht dieses
Auto auf einer Hebebiihne im Riickwértsgang "fahren" 148t, lduft der Kilometerzahler
riuckwarts.

3) Wie groB ist die Durchschnittsgeschwindigkeit nach 9 Stunden (Nédherung) ?

Spéter 16sen !!!

4) Untersuchungen haben ergeben, dass zu der Kurve die folgende Funktionsgleichung
gehort:

v(t) =-0,25(t-4)* + 4

Berechnen Sie den exakten Wert der zuriickgelegten Strecke
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11.1.6 Aufgabe

Eine Autovermietungsfirma berechnet die Kosten ihrer Verleihung nach den gefahrenen
Kilometern. Nach der Vermietung eines "alten" Autos kann der Kilometerstand nicht mehr
abgelesen werden, weil der Kilometerzadhler "plotzlich" und "vollig unerwartet" defekt wurde.
Der Autovermieter will trotzdem mit Hilfe des eingebauten Fahrtenschreibers die gefahrenen
Kilometer berechnen.

Beim Fahrtenschreiber wird auf der y-Achse die Geschwindigkeit v (hier in km/h) und auf der
x-Achse die gefahrene Zeit t(hier in Stunden) angegeben.

1) Wie ist die negative Geschwindigkeit zu interpretieren?

2) Ermitteln Sie durch abmessen und rechnen aus dem folgenden Schaubild eines
hypothetischen Fahrtenschreibers Folgendes:

a) den Kilometerstand nach 9 Stunden. (Der Kilometerstand bei Fahrtantritt ist 0 ).
b) die tatsichlich gefahrenen Kilometer (Ndherung) nach 9 Stunden

Achtung:

Wenn man mit einem "alten" Auto riickwirts fahrt oder aus "Versehen" iiber Nacht dieses
Auto auf einer Hebebiihne im Riickwirtsgang "fahren" 1a6t, 1duft der Kilometerzéhler
rickwirts.

3) Wie groB ist die Durchschnittsgeschwindigkeit nach 9 Stunden (N&herung) ?

Spéter 16sen !!!

4) Untersuchungen haben ergeben, dass zu der Kurve die folgende Funktionsgleichung
gehort:

v(t) =-0,25(t-4)* + 4

Berechnen Sie den exakten Wert der zuriickgelegten Strecke
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Losung:

1) Die negative Geschwindigkeit bedeutet riickwérts fahren.

Falls das Auto dazu aufgebockt wurde, um die tatsdchlich gefahrene Strecke zu vertuschen,
handelt es um einen Betrugsversuch.

2)a)
Der bilanzierte Inhalt der Fldche zwischen der Kurve, der x-Achse und den Geraden mit den
Gleichungen x = 0 und x =9 ergeben die gefahrenen Kilometer, so wie sie auf einem intakten

Kilometerzahler abzulesen wéren (exakter Wert: 2012 km)

Man kann die obige Kurve dadurch annidhern, dass man annimmt:

0,5 Stunden fahrt das Auto mit 0 km/h. Das bedeutet (mit Ablesen und rechnen):

0 km/h - 0,5h=0km

0,5 Stunden fahrt das Auto mit f(0,5) km/h. Das bedeutet (mit Ablesen und rechnen):
f(0,5) km/h - 0,5 h~ 1 km/h - 0,5 h=0,5 km

0,5 Stunden fahrt das Auto mit f(1) km/h. Das bedeutet (mit Ablesen und rechnen):
f(1) km/h - 0,5h =~ 1,2 km/h - 0,5 h=0,6 km

0,5 Stunden fahrt das Auto mit f(1,5) km/h. Das bedeutet (mit Ablesen und rechnen):
f(1,5) km/h - 0,5 h~ 2,5 km/h - 0,5 h= 1,25 km

b) Die gefahrene Strecke, die der Autovermieter berechnet, besteht nicht aus der bilanzierten
Flache, sondern aus der Strecke, die vorwérts gefahren wurde und der Strecke, die riickwérts
gefahren wurde, also der tatsdchlichen Fliache (exakter Wert: 22,75 km)

3)
Durchschnittsgeschwindigkeit nach 9 Stunden =
7
20—km
bilanzierte Flache / 9 Stunden = 12 = 247 ~ 2,287k—m
9h 108 h
4)

Exakter Wert der gefahrenen Strecke:
v(ty= —%(t -4 +4= —%(t2 -8t+16)+4 = —%tz +2t

8 3 8 ; ;
h :j(_ltz’LZ”d’: SLEPER B Y GHAAY,C S VR L2 S VIR N S
o 2 12 12 12 3773
9 3 9 ; 5
s 4 2 ] 12 12
12 12 12 2 12
A=[L| +|L|= 212+1L= 223
312 4

Es wurden 22,75 SE (Streckeneinheiten) gefahren.
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Beispiele:

Berechnen Sie das bestimmte Integral und auch die Fliche zwischen der x-Achse, der Kurve

und den Parallelen zur y-Achse. Bitte Kurven zeichnen!

1)

1

I=J-—2dx=4-—2:—8 A=|1|=8
-3

2)
2

I= [xdx=—8+2=-6 A=|-8|+|2|=10
-4

3)
1

I=jx3dx:0 A=?
-1

11.2 Stammfunktionen

11.3 Definition der Stammfunktion

Eine Funktion F(x) heiflt eine Stammfunktion (Aufleitung) von f(x), wenn gilt:
F'(x) = f(x) fir alle xe D

11.3.1 Beispiele

1) geg: f(x)=4

Eine Stammfunktion: F(x) = 4x

Frage:

Welche Form haben alle Stammfunktionen von f ?
Antwort:

F(x)=4x+c

2) geg: f(x) =x

Eine Stammfunktion:

F(x)=x%2

Frage:

Welche Form haben alle Stammfunktionen von f ?
Antwort:

F(x)=x*2+c¢

3) geg: f(x) = 3x?

Eine Stammfunktion:

F(x)=x3

Frage:

Welche Form haben alle Stammfunktionen von f ?
Antwort:

F(x)=x*+c
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11.3.2 Satz

Ist F(x) eine Stammfunktion von f, so hat jede Stammfunktionen von f die Form:
F(x)+C

11.4 Unbestimmtes Integral

Die Gesamtheit aller Stammfunktionen F(x) + C von f(x) nennt man das unbestimmte Integral

von f(x) und schreibt:
If(x)dx:{F(x)+c|ceR/\F'(x):f(x)}

11.4.1.1 Beispiele

1) I4dx:{4x+c|ceR}
2

2) jxdxz{%+c|ceR}

3) I3x2dx={x3 +c|ceR}

11.4.2 Satz

D[ (£ (0)+ g(x)dx= £ (x)dx + [ g(x)dx

2) [k f(x)dx=k- [ f(x)dx, keR
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11.5 Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung
11.5.1 Beispiel

gegeben:
1 9
X)=——Xx+—
S (x) PR
gesucht:

Die Flacheninhaltsfunktion I(x) des Gebildes, das begrenzt wird durch:

Das Schaubild Ky, den Parallelen zur y-Achse, die durch P(1 | 0) und Q(x | 0) gehen

und der x-Achse.

a) Zeichnen Sie die Schaubilder von f(x) und I(x) untereinander in zwei verschiedene
Koordinatensysteme.

Bestimmen Sie die Wertetabelle von I(x) fiir x € {1; 1,5; 2; 2,5; ... ;7,5}, indem Sie fiir die
verschiedenen Werte von x jeweils den entsprechenden Flacheninhalt berechnen.

b) Versuchen Sie die Funktionsgleichung von I(x) rein mathematisch zu bestimmen.

Wertetabelle:

2 fx) 1) Ergebnis:

0 2,25 -2,125 | 9 17
0,5 2,125 -1,03125 I(x):—§x2+zx—§
1 2 0

1,5 1,875 0,96875

2 1,75 1,875

2,5 1,625 2,71875

3 1,5 3,5

3,5 1,375 4,21875

4 1,25 4,875

4,5 1,125 5,46875

5 1 6

5,5 0,875 6,46875

6 0,75 6,875

6,5 0,625 7,21875

7 0,5 7,5

7,5 0,375 7,71875

c)

Bilden Sie eine Stammfunktion von f
Welcher Zusammenhang besteht zwischen fund I ?
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11.5.2 Losung
a)

siehe Schaubild unten

17
4 (x-1)=

b)
Das Gebilde, von dem die Inhaltsfunktion bestimmt werden soll, ist ein Trapez:
1 9 1 9 1
(- 1+)+(=—x+-) ——-x+
[ = DES® oy 4 4 4 4y 4 4
2 2 2
(—l-x+1—7)-(x—1):—lx2+1—7x+lx—1—7=—lx2+2x—1—7
8 8 8 8 8 8 8 4 8
also:
I(x)z—lx2+2x—l—7
8 4 8
9)
1 9
I'(xX)=——=x+—=f(x
(x) R S(x)
also:
I'(x) = f(x)

D.h. ist I ist eine Stammfunktion von f

Bemerkung:

Wir versuchen nun im Folgenden die Inhaltsfunktion I(x) des Trapezes auf eine andere
Methode zu berechnen, um vielleicht mit dieser anderen Methode die Inhaltsfunktion
I(x) eines komplizierteren Gebildes (das z.B. durch eine krumme Linie begrenzt wird)

zu berechnen.

57



11.5.2.1 Zusammenhang zwischen f und I

Schaubilder:

(Schiiler informieren, wie viel Platz sie flir die Schaubilder benotigen !!)

) I3

\\\2.5

Ix) T8

TAL= I(x+AX) - I(x)

I(x)

Ax.

[ [(x+AX)

-1 -@.5 85 ~1 1.5 2 2
. . -1 .
-3
-4
-5
ungenau:
Al
-~ X
™ f(x)
exakt:
. Al . I(x+Ax)-1(x)
f(x)= —=
lim o= lim =

X

=1"'(x)

4.5 5 5.5 [ 6.5 ?
x+AX ' ' '
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damit: f(x)=1'(x),

also gilt:

Der Inhalt I(x) ist eine Stammfunktion von f(x), nur wissen wir nicht welche. Wir kennen die
Konstante c nicht !

Deswegen wihlen wir nun irgendeine Stammfunktion von f, nennen diese F und versuchen
einen Zusammenhang zwischen I(x) und F(x) herzustellen.

Welcher Zusammenhang besteht dann zwischen I(x) und F(x) ?

Es gibt ein c, so dass gilt:

I(x)=F(x)+c

also:

I(x):—l)c2 +2x+c
8 4

Jetzt muss man noch das ¢ bestimmen:
0=1(1)=F(1)+c

also
1 , 9 17
c=-F)=-(——=-1"+=-DH=——
(H=—( 2 ) ) 2
und damit;

I(x)z—lx2 +2x—1—7
8 4 8



11.5.3 Allgemeiner Zusammenhang zwischen f und I

gegeben:
eine stetige (das Schaubild von f kann gezeichnet werden, ohne den Schreibstift abzusetzen)

Funktion f, zwei x-Werte a und b mit a <b.

gesucht:
Der Flacheninhalt, der von der Kurve Ky, der x-Achse und den Geraden mit den Gleichungen

x =aund x = b begrenzt wird.

f(x)

I(x+AXx)

Al

I(x)

v
>

X  XtAXx

Beschreibung:
I(x): Fléache, die begrenzt wird durch Ky, den senkrechten Geraden, die durch den x-Wert

a und x gehen und der x-Achse.

x wird nun um Ax erhoht. Dadurch wird I(x) um Al erh6ht und man erhilt die Flache I(x+Ax).

I(x+Ax): Flache, die begrenzt wird durch K¢, den senkrechten Geraden, die durch den x-Wert
a und x+Ax gehen und der x-Achse.

Es gilt: Exakt:

Al . Al . 1 Ax)—1
s f ) 7)=lim 5. = lim Lo 1

=1'(x)
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also:
Der Inhalt (der auch negativ sein kann) I(x) ist eine Stammfunktion von f(x)

Wir wihlen eine Stammfunktion F(x).
Dann gibt es ein c, so dass
I(x)=F(x)+c¢

Jetzt muss man noch das ¢ bestimmen:
0=I(a)=F(a)+c

also
c=-F(a)

und damit:
I(x) = F(x) - F(a)

und damit fiir ein spezielles b:
I(b) =F(b) - F(a)

also gilt der folgende Satz:
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11.5.3.1 Hauptsatz der Integral - und Differentialrechnung

Ist F(x) irgendeine Stammfunktion von f(x), so ergibt sich das bestimmte Integral der
Funktion f(x) zwischen den Grenzen a und b zu:

[ f(x)dx =F(b) - F(a)

Andere Schreibweise fiir F(b) - F(a) :
[F(0)],

Zuriick zu unserem letzten Beispiel mit

1 9
X)=——x+—
f(x) PR
: S 1 9 1, 97T 1 9 1 9
0dx =|(-——x+>)dx=|——x>+=x| =——5"+ =5 (-1 +>:1) =
!f() !(4 2 {8 41 8 PR 3V
25 45 1 9 —25+90+1—18
- — = =6
8 4 '8 4 8

Probe:
Vergleich mit der Wertetabelle oben ergibt Ubereinstimmung !
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11.5.4 Beispiele

1) f(x) =x?

Berechne die Flache zwischen dem Schaubild Ky, der x-Achse und den Geraden x =0

und x = 1.

Losung:

1 1 3 1 3 3
X 1 0 1
= [ fode=[xdx=[5] = -2 ==
'([ '([ 3 o 3 3 3

2) f(x)zl—%xz

a) Berechne die Flache zwischen der x-Achse und dem Schaubild K¢ der Funktion f.
b) Berechne die Flache zwischen dem Schaubild Ky, der x-Achse und den Geraden x =2

und x = 4.

c¢) Berechne die Flache zwischen dem Schaubild Ky, der x-Achse und den Geraden x = -2

und x = 4.

d) Wie groB ist die bilanzierte Flaiche zwischen dem Schaubild K¢ der Funktion f, der x-Achse

und den Geradenx=-2und x =4 ?

Losung:
Die Parabel schneidet die x-Achse in S;(-2]0) und S,(2/0).
2 2 3 2 3 3
1 x 2 (-2’ 8
a)l, = de=[(1-=xP)dx=[x-] =2-"—(2-"2Ly=2
)1, Lﬂ@xg 4x)x[x1g4 -2 =2
8
=11 3
4 4 3 4 3 3
1 X 4 2 8
b) I, = de=[(1-=x))dx=[x-] =4-—2-"y)=-2
) 1, !ﬂ@x y 4x)x[x1£2 5=
8
=11 3
c)
A=|1| + |L|=|8/3| + |-8/3]=16/3
b Lol e 4 (-2)°
d) I = de=[(1-=x")dx=[x-=] =4-——(2-"2)=0
) Lf@)x {( e =[x 12{2 o2
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3) Welcher Zusammenhang besteht zwischen

j f(x)dx und ff f(x)dx

Antwort:

[ /(0 =F(b) - F(a)=-F(a) - b)) = | 1)
also: b

[ rods = feos

lind damit augh:

e = 1] o)

11.5.4.1 Bemerkung

Die tatsdchliche Fliache ist die Summe aller positiven Teilflichen und die Summe der positiv
zu wertenden Negativfldchen. (A = ||+ L)

(also: Nullstellenbestimmung und dann abschnittweise Integration)

Aj; gibt die bilanzierte Flache an. In ihr werden die Positivflachen und die Negativfldchen
miteinander verrechnet.

11.5.5 Einfache Regeln zum bestimmten Integral
1)
[£Godx + [g(o)dx = [ (f(x)+g(x)dx

a) "Beweis": anschaulich
b) "Beweis": rechnerisch (siche Regeln bei der Stammfunktion)

2)
Je fdx = e[ f)x

a) "Beweis": anschaulich

b) "Beweis": rechnerisch (siche Regeln bei der Stammfunktion)
Sei F'(x) = f(x)

Dann gilt:

(c-Fx)) =c-F(x)=c-f(x)

also:

I(C-f(X))dX=[C-F(X)]}; =c-F(b)~c-F(a)

¢ [ f(r)dx=c-[F(x)], = c-(F(b) = F(a)) = c- F(b)—c- F(a)
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3) speziell:
[~ reax == r(xdx

4)

[ feds =~ reords
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11.6 Flache zwischen zwei Kurven

Aufgabe:
Berechnen Sie die Flache, welche die Schaubilder folgender Funktionen einschliessen

f(x)=x>—-4x+5
g(x)=—x"+2x+5
Bestimmen Sie dazu zunéchst die Schnittpunkte von fund g.

Losung:
8 -
4 -
2 -
T 0 T T T T 1
-1 0] 1 2 3 4 5
-2
-4
a) Scheitel:
SH2 [ 1)
Se(1]6)

b) Schnittpunkte S(xs | ys) von Krund K, :
Xg —4x, +5=—x; +2x, +5

2x; —6x, =0

xs(2xs-6)=0

xg = 0 oder xg =3

3 3 3
A:j(—xz+2x+5)dx—j(x2—4x+5)dx:j((—xz+2x+5)—(x2—4x+5))dx=
0 0 0

3 3
[ (222 + 6x)ax = [—%f +3x%] =-18+27=9
0

0
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11.6.1 Allgemein gilt

Die Flache zwischen den zwei — zu den Funktionen f und g zugehorigen - Kurven Krund K,
mit den zwei benachbarten Schnittpunkten mit den x-Koordinatenwerten x; und x, (x; < X3)
berechnet sich wie folgt:

x2
A= I(F unktionsgleichung Oberkurve ok — Funktionsgleichung Unterkurve uk)dx =
x1

A= ](ok(x) — uk(x)) dx

Frage:
Was passiert, wenn man nicht weil3, was die Oberkurve und die Unterkurve ist, bzw. diese
verwechselt, d.h., wenn man rechnet:
x2
= j (uk(x) —ok(x)) dx
x1

Antwort:
x2

1= ].(uk(x) —ok(x)) dx = j— (ok(x) —uk(x)) dx =— ].(ok(x) —uk(x))dx=—A

x1

also:
](uk(x) —ok(x)) dx = —] (ok(x) —uk(x)) dx

also:
A= [(fi(x) = f2(x) dx]|

wobel f] bzw f; die Unterkurve oder die Oberkurve ist.
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