AUFGABE Wiirfel durchbohren
(Bereich: Vektorrechnung)

1)
Frasen Sie eine Offnung in einen Wiirfel der Kantenlange 1, die so groB3 ist, dass ein
gleich groRer Wirfel durchpasst.

Tipp:
Falls diese Aufgabe zu schwierig sein sollte, I6sen Sie bitte zuerst folgende Aufgabe aus
der Vektorrechnung.

)

Zeichnung des Wiirfels mit Kantenlange k=1
Die Raumdiagonale AC’ bildet mit AD, AB und AA' jeweils den Winkel
A, dz, A3
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Die Raumdiagonale AC’ bildet mit AD’, AB’ und AC jeweils den Winkel
B1,B2, Bs




Dieser Wiurfel wird nun so verschoben und gedreht, dass C’ im Ursprung eines
dreidimensionalen x,y,z-Koordinaatensystems steht, und A’ auf der negativen x-Achse
liegt.

Eine Draufsicht auf den Wirfel ergibt dann folgendes Bild:

A, A bzw. B, B bzw. C, C’ bzw. D, D’ haben jeweils die gleichen x,y-Koordinaten.
Deshalb verdecken A, B, C, D dann jeweils A, B’, C’, D’
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Dann wird dieser verschobene Wiurfel um die y-Achse in Richtung der positiven z-Achse

um den Winkel @ gedreht, so dass A senkrecht Gber C’ steht.
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Arbeitsauftrage

1)

a) Zeigen Sie:
a.=0ad1 =0 =0d3
b)

Zeigen Sie:
B:=PB1=PB2=Bs
c)

Wie grol} ist der Winkel ¢ ?

2)
a) Durch welche Ebene gehen die Punkte A, A, C' ?
b) Durch welche Ebene ist der verschobene Wurfel ebenensymmetrisch ?

3)
a)
Berechnen Sie die Koordinaten der Punkte A, B, C, D, A, B, C’, D’

b)

Die Punkte A, B, C, D, A, B’, C’, D’ werden in die x-y-Ebene projiziert und ergeben dort die
Punkte Ap f Bp f Cp f Dp , A’p, B’p , C’p , D’p

Berechnen Sie die Koordinaten dieser Punkte.

c) Zeigen Sie, dass die 6 Dreiecke
A Ap By

Ap B Bp

Ap By Cp

A, Cp Dp

Ao D'p Ap

Ap Dy D’

jeweils gleichseitig sind.
Berechnen Sie diese Seitenlange

4)

Zeichnen Sie ein die senkrechte Projektion des Wurfels (mit seinen projizierten Punkten)
in ein zweidimensionales x-y-Koordinatensystem ein.

a)

Welche Figur entsteht durch diese Projektion?

b)

Zeichnen Sie in ein regelmaliges Sechseck (alle Seiten und alle Winkel sind gleich grof3)
mit der Seitenlange | ein Quadrat ein.

Berechnen Sie die Seite s des Quadrats in Abhangigkeit von .

c)

I~

Berechnen Sie den Wert s fir I=



Losung zu 1)

a)

Betrachte dazu jeweils die 3 rechtwinkligen Dreiecke ABC’, ADC’, AAC’
Die 3 Seiten dieser Dreiecke haben die Langen

1, V2, V3

il

cos( ) bzw. sin(a)=

-1
V3

a) Die Punkte A, A, C' gehen durch die x-z-Ebene
b) Der verschobene Wiurfel ist ebenensymmetrisch zur x-z-Ebene

3)

3a,b.1)

3.1) Berechnung von A
AO|O0] V3 )

also:

A0]010)

3a,b.2) Berechnung von A
Berechnung des Vektors AA’

h/1=cos (a)=>h= ﬁ
p/1=sin(a)=>p= % also:
—2)
_ (3)
AAT = 0
1
(3)
Damif:ﬁ 3
o V2 -1 o Y2 2
A( (B)IOI ¢3@ ) =A( \/(—S)IOI NEl )
also:
Ao (- J12) 101 0)

V(3)



3a,b.3) Berechnung von B

Berechnung des Vektors AB

a) Der Winkel zwischen AB und AC’ist a

Das erzeugt ein rechtwinkliger Dreieck. Dort gilt:

p'/1=sina=>p’= Sin(a):%

1
h’/1=cos(a)=>h'= —
J(3)
Das ergibt den Richtungsvektor
X —
Z» = y 1 il v2 2 — 12 2 —_— Jp— 2 2
B = | 4 wobei gilt: x? + y?> = p2 = 3 ==> y ,=F 37X
V(3)
. .. 2 5
Eine Losung: ylz—\/g—x
X
. _J2_
,also: AB = 3 X
—1
V3)

Da der Winkel zwischen AB und AA’ rechtwinklig ist, gilt:
AA' - AB =0, also:

-/ x
\(3) _\/z_xz
0 ' 3 =0, also:
-1 1
(3) J(3)
_\/@'X+_1-_1 =0 =>x= B
d(3)  (3) V(3) V(2)4(3)
also:
1
V(2)V(3)
AB = 1
2
-1
v(3)
Dann gilt:
1 1
NN FLCIE 1 I RPIREY
0B=0A+AB = | 0 |+ _\/1 - | _[1
J3) _12 2



also:

1 1, -1
B( TG | - \/(E) | JB—ﬁ ) = B(
also: -
1 1
Br( T3 | - \/(5) | 0)
3a,b.4) Berechnung von B’
-0\ |77
I o F RS
0B'=0A'+AB = 0 + >
2

also:

: —1 1,
also:
~1

1

V3

R ST N
B it 1 ((3) 10)

3a,b.5) Berechnung von D

)

1

NENE) -

D ist ebenensymmetrisch (bzgl. der x-z-Ebene) zu B ==>

1 1

2

also: -
1 1
Do( TG | \/(5) | 0)
3a,b.6) Berechnung von C
e 0
0C=0A+AB+AD = 0 [+
V(3)
V2 1
C( A | 0] NE) )
also:f
2 1
Co( A | 0] NE] )

)

1 1,
V(2)V(3) | [V(2)V(3)
1 |4 1 =
2 2 0
-1 2
NN AROE



3a,b.7) Berechnung von D
D’ ist ebenensymmetrisch (bzgl. der x-z-Ebene) zu B’ ==>

, -1 1 1
also: -

: -1 1

oW s 1 () 10
3c)

3c.0)

Es gilt (z-Koordinate gleich 0 setzen):
Ap(OIOJ%)

AR
Ao (- 3 |0] 0 )_
1 1
Bp( \/(—2)\/® | (5) | O)

3c.1)
(LN N
— B NE V(2)
= 3 = 3 ==> = 2=/
AA (0—)0 (0) AT, 1= G
0-0 0
3c.2)
e S )] 1
23 \3) V(2)4(3) _
AB, = 1 = 1 ==>| A'B' |=
127" 2
0—0 0
3c.3)
1 -1 J2
_ J(2)V(3) V(2)+(3) V3
B',B, = B l__\/(l) = 0 ==> | B' B, | =
2 2 1
0—0 0
3c.4)
I S 1
. V23 B V23 D
APBP - B %_0 B % => | APBP | = TS.)

o
|
o
o



V23 e
AB', = 1 == 1| = AB', |= —

— E_O _ E \/@

0-0 0
3c.6)

@ |
|| 23 o po . B
pp T 0—— (l) = 5 == » G \/@

2 1
0-0 0

3c.7)
1 (__1

00— J3
AC = 2\/3 = 213 =>|| AC,6 = @

pp 0—— (%) 5 pp \/@
0-0 %

Die Gleichseitigkeit der restlichen Dreiecke folgt aus der obigen Ebenensymmetrie.
2)

Die Seitenlange | ist damit: | =
V3)



4)

Es entsteht ein regelmalliges Sechseck mit einer Seitenlange der Lange | =

a) ’p
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/2

Es qilt

X 3 2
—=cos(30°)=— ==> ==X
" (30°)== =7

2

[—y=1——%x

NG
—_Zy:cos(60°)—% ==> z:%(l—y)
—+z=x ==> ll+ll—i_ ==>

2" V3

s=2 V3 l




L, 37 202 | 242

_2@+1 V3 W3+l 3+1(V3-1) V6-v2 =1,035>1

Damit passt ein Wiirfel der Ladnge 1 durch diese Offnung mit der ungefdhren Lange
1,035.

Die Aufgabe 1) ist damit auch gelost !

Links:

Spiegel-Ratsel der Woche
und

Prinz-Rupert-Wiurfel



