Lösungen der Abschlussprüfungen der Berufkollegs Aufgabentyp 2

1995 - 2002

Hauptprüfung 1995

1.1 Aufgabe 2

2.1

f(x) = ax³ + bx² + cx + d

f '(x) = 3ax² + 2bx + c

f' ''(x) = 6ax + 2b

a) O(0|0) ( Kf :

0 = d


(G11)

b) f '(0) = -2:

-2 =  c


(G12)

c) W(2|0) ( Kf :

0 = 8a + 4b + 2c + d
(G13)

d) f ''(2) = 0:

0 = 12a + 2b

(G14)

daraus folgt:

8a + 4b - 4 = 0
(G21)

12a + 2b = 0 

(G22)

also:

4a + 2b  = 2

(G31)

6a + b = 0 

(G32)

also:

-8a = 2 --> 
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damit gilt dann:
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1) Achsenschnittpunkte

a) Schnittpunkte mit der x-Achse

Schnittpunkte Sx(xs | 0) mit der x-Achse: Sx(xs | 0) (  Kf 


[image: image7.wmf]0

2

2

3

4

1

2

3

=

-

+

-

s

s

s

x

x

x

 <==> 
[image: image8.wmf]0

6

2

3

=

+

-

s

s

s

x

x

x

<==> 
[image: image9.wmf]0

)

8

6

(

2

=

+

-

s

s

s

x

x

x


xs1 = 0

xs2 = 4

xs3 = 2

also:

Sx1(0 | 0); Sx2(2 | 0); Sx3(4 | 0)

2) Extrempunkte

Extrempunkte E(xe|ye): f '(xe) = 0
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xe1 = 
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 ==> Hochpunkt

f ''(
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 ==> Tiefpunkt

f (
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damit:

T(3,15 | 0,77) ist Tiefpunkt

H(0,85 | -0,77) ist Hochpunkt

3) Wendepunkte

Wendepunkte W(xw|yw): f''(xw) = 0
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xw = 2 

f '''(2) = -1,5 ( 0 ==>  Wendepunkt
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also:

W(2 | 0)   Wendepunkt

2.3

g(x) = ex - e2
1) Achsenschnittpunkte

a) Schnittpunkte mit der y-Achse

Schnittpunkte Sy(0 | ys) mit der y-Achse: Sy(0 | ys)(  Kg 

ys = e0 - e2 = 1 - e2  

also: 

Sy(0 | 1 - e2) 

b) Schnittpunkte mit der x-Achse

Schnittpunkte Sx(xs | 0) mit der x-Achse: Sx(xs | 0) (  Kg 

Sx(xs | 0) (  Kg: 

exs - e2  = 0    

exs = e2  

xs = 2

also: 

Sx(2 | 0) 

2.4

1) Berechnung der Geradengleichung von (PQ):
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 <==> y = 
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also:

h:  y = 
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2) Berechnung der Fläche A1:

a) Q(2 | 0) liegt (siehe2.3) auch auf Kg , also ist Q(2 | 0) gemeinsamer Punkt von Kg und h.

b)
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Also ist P(0 | 1-e²) gemeinsamer Punkt von Kg und h.

A1 = 
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also: A1 = 2 FE

3) Berechnung der Fläche A2:

Die Nullstellen von Kf sind bei x = 2 und x = 4 (siehe 2.2)

A2 = 
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also: A2 = 1 FE

damit:

A1 = 2A2
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1.2 Aufgabe 2

2.1

f(x) = ax³ + bx² + cx + d

f '(x) = 3ax² + 2bx + c

f' ''(x) = 6ax + 2b

a) O(0|0) ( Kf :

0 = d


(G1)

b) f '(0) = 0:

3a(0² +2b(0 + c = 0


c = 0


(G2)

c) f '(6) = -6:

3a(6² +2b(6 = -6  | : 6


18a +2b = -1

(G3)

d) P(6|0) ( Kf :

0 = a(6³ + b(6²  | : 6²


0 = a(6 + b


0 = 6a + b

(G4)

aus (G3) und (G4) folgt:
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damit gilt dann:
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1) Achsenschnittpunkte

a) Schnittpunkte mit der x-Achse

Schnittpunkte Sx(xs | 0) mit der x-Achse: Sx(xs | 0) (  Kf 
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Fall 1: xS - 6 = 0
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damit Nullstellen von f:

Sx1 (0 | 0),  Sx2 (6 | 0)

2) Extrempunkte

Extrempunkte E(xe|ye): f '(xe) = 0
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f ''(0) = -0 + 2 = 2 > 0 ==> Tiefpunkt

f ''(4) = -4 + 2 = -2 < 0 ==> Hochpunkt
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damit:

T(0| 0) ist Tiefpunkt

H(4|
[image: image44.wmf]3

16

) ist Hochpunkt

3) Wendepunkte

Wendepunkte W(xw|yw): f''(xw) = 0
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xw = 2  

f '''(2) = -1 ( 0  ==>  Wendepunkt
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also:

W(2 | 
[image: image47.wmf]3

8

)  Wendepunkt

2.3

1) Behauptung: O(0|0) ist Schnittpunkt von Kg und Kf 

(oder etwas mathematischer formuliert:  O(0|0) ( Kf (  Kg )

"Beweis"

O(0|0) ( Kf
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O(0|0) ( Kg
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2) Weiterer Schnittpunkt S(xS | yS):
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Damit ist xS eine Nullstelle der folgenden Funktion !!!!
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Startwert:

x0 = 5,5

dann gilt:

x1 = 5,387

x2 = 5,382

x3 = 5,382

also:

xS ( 5,38

2.4

a) 
[image: image56.wmf]x
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Der Graph dieser Funktion ist eine nach unten geöffnete Parabel mit dem Scheitel W(2 | 
[image: image57.wmf]3
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Die Steigung der Tangente hat also bei x=2 das Maximum und ist:
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Die Tangente geht also durch W(2 | 
[image: image59.wmf]3
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Nach der PSF gilt:
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b) 
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Tangente ist parallel zu tf und hat deshalb die Steigung 2

Der Berührpunkt sei B(xB | yB):

Es gilt:

g'(xB) = 2
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<==> xB = 2 ln 8 = 2 ln 2³ = 2(3(ln 2 = 6 ln 2
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= 
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 ( -1,32

Damit gilt dann:

B(6 ln 2 | 7-12ln2) ( B(4,16 | -1,32)
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1.3 Aufgabe 2

2.1

1) Ableitungen:
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2 Achsenschnittpunkte

a) Schnittpunkte mit der y-Achse

Schnittpunkte Sy(0 | ys) mit der y-Achse: Sy(0 | ys)(  Kf 
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also:

Sy1(0 | 2)

b) Schnittpunkte mit der x-Achse

Schnittpunkte Sx(xs | 0) mit der x-Achse: Sx(xs | 0) (  Kf
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Sx1(-2 | 0),      Sx2(1 | 0)
3) Extrempunkte

Extrempunkte E(xe|ye): f '(xe) = 0
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Fall1: xe = 0

also: xe1 = 0

Fall2:

3 xe + 6 = 0

also: xe2 = -2

f ''(0) = -3 < 0,  d.h. Hochpunkt.

f ''(-2) = 3 > 0,  d.h. Tiefpunkt.

ye1 = f(0) = 2

ye2 = f(-2) = 0

also:

H(0 | 2) ist HP

T(-2 | 0) ist TP

4) Wendepunkte:

Wendepunkte W(xw|yw): f ''(xw) = 0

-3xw - 3 = 0 <==> xw = -1

f '''(-1) = -3  ( 0

yw =  f(-1) =1

also:

W(-1 | 1)  Wendepunkt.

2.2

1)
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Das zugehörige Schaubild sei K. Dann gilt:

P(-1 | 1) ( K 

Q(0 | 2) ( K 

Also:
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Daraus folgt:
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 EMBED Equation.3  [image: image84.wmf]2
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Also:
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2.4
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f(-1) = 1

f(0) = 2

2.5
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also: A = 0,1823 FE

Hauptprüfung 1998

1.4 Aufgabe 2

2.1
1) Ableitungen:
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2) Extrempunkte

Extrempunkte E(xe|ye): f '(xe) = 0
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xe1 = 1         

xe2 = -1      

f ''(1) = -3 ( 1 = -3 < 0, d.h. Hochpunkt.

f ''(-1) = -3 ( -1 = 3 > 0, d.h. Tiefpunkt.

ye1 = f(1) = 3

ye2 = f(-1) = 1

damit:

H(1 | 3) ist HP

T(-1 | 1) ist TP

3) Wendepunkte

Wendepunkte W(xw|yw): f''(xw) = 0


[image: image97.wmf]0
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xw =  0  

f '''(0) = -3  ( 0

yw =  f(0) = 2    

damit:

W(0 | 2) ist Wendepunkt

2.2
1) gemeinsame Punkte S(xs | ys) von Kg und Kf :
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damit: 

xS1 = 0; xS2 = 2; xS3 = -2

2) Berechnung der Fläche im 1.Quadranten (mit TR):
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also: A = 2 FE

2.3
1) Steigung mt der Tangente t in Q(2 | 1):

mt = f ' (2) = 
[image: image101.wmf]5
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2) PSF der Tangente t:
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3) gemeinsame Punkte S(xs | ys) von Kt und Kf :
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 (G1)

Lösung ohne Polynomdivision

Mit dem TR kann man eine Polynomgleichung 3.Grades (im Gegensatz zur Polynomdivision 

4. Grades) noch lösen. Die Lösungen sind:

xS1 = 2; xS2 = -4

xS2 = -4 ist somit die x-Koordinate des weiteren gemeinsamen Punkts S.

Da f(-4) = 28, gilt somit S(- 4 | 28)

Lösung mit Polynomdivision

Da Q(2 | 1) ein gemeinsamer Punkt von Kf und Kt ist, ist xs = 2 eine Lösung der obigen Gleichung (G1).

Der Term 
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 läßt sich somit zerlegen in:
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r(x) läßt sich durch Polynomdivision bestimmen. 
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also:
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Das Restpolynom besitzt noch die 2 Nullstellen (Mitternachtsformel) 2 und -4.

Demnach ist -4 die zweite gesuchte Lösung mit f(-4) = 28.

Also:

S(- 4 | 28)

2.4
1) Bestimmung des Berührpunkts:

Der gesuchte Berührpunkt sei B(xB | yB).

Dort gilt dann die sogenannte Tangentenbedingung:
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Es gilt aber:
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  und 
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Setze dies in (TB) ein. Das ergibt dann:
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also:

xB1 = 0,  
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  ==> B1( 0 | 2)

xB2 = 3,  
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2) Bestimmung der Tangentengleichungen:

a) ZPF der Geradengleichung
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t1: y = -12x + 29

b)


[image: image119.wmf]0

2

2

5

2

5

-

-

=

-

-

x

y

, also:  

t2: y = 1,5x + 2

2.5
1) 
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Kh und Kf berühren sich auf der y-Achse, also gilt:
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f(0) = h(0) und f '(0) = h'(0), also:
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Aus (F1) und (F2) folgt:    a = 2  und  k = 0,75

2 Hauptprüfung 1999

2.1 Aufgabe 2

2.1

1) Ableitungen:
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2) Achsenschnittpunkte

a) Schnittpunkte mit der x-Achse

Schnittpunkte Sx(xs | 0) mit der x-Achse: Sx(xs | 0) (  Kf

[image: image127.wmf])
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Fall1: xs = 0

also: xS1 = 0

Fall2:

xs² -9 xs +18 = 0

also: xS2 = 3,   xS3 = 6

damit:

Sx1(0 | 0),   Sx2(3 | 0),    Sx3(6| 0)

3) Extrempunkte

Extrempunkte E(xe|ye): f '(xe) = 0
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xe1 = 3+
[image: image129.wmf]3

,   xe2 = 3 -
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f ''(3+
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) = 2
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 > 0,  d.h. Tiefpunkt.

f ''(3-
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) = -2
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 < 0,  d.h. Hochpunkt.

ye1 = f(3+
[image: image135.wmf]3

) = -2
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ye2 = f(3-
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) = 2
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also:

T(3+
[image: image139.wmf]3

 | -2
[image: image140.wmf]3

) ( T(4,7 |-3,5) ist TP

H(3-
[image: image141.wmf]3

 | 2
[image: image142.wmf]3

) ( T(1,3 | 3,5) ist HP

4) Wendepunkte

Wendepunkte W(xw|yw): f''(xw) = 0

2xw - 6 = 0 <==> xw = 3

f '''(3) = 2  ( 0

yw =  f(3) = 0

also:

W(3 | 0)  Wendepunkt.

2.2

1) Ableitungen:
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2) Achsenschnittpunkte

a) Schnittpunkte mit der y-Achse

Schnittpunkte Sy(0 | ys) mit der y-Achse: Sy(0 | ys)(  Kg 
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also:

Sy1(0 | 1-e)

b) Schnittpunkte mit der x-Achse

Schnittpunkte Sx(xs | 0) mit der x-Achse: Sx(xs | 0) (  Kg
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also:

Sx1(3 | 0)

3) Extrempunkte:

Extrempunkte E(xe|ye): g'(xe) = 0


[image: image147.wmf]e
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L ={}, also besitzt Kg keine Extrema

4) Wendepunkte 

Wendepunkte W(xw|yw): g''(xw) = 0
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L ={}, also besitzt Kg keine Wendepunkte

2.3

1) Gleichung der Tangente t1:

f '(3) = -3, damit gilt nach der PSF:


[image: image149.wmf]3

0

3

-

-

=

-

x

y

 <==> y = -3x + 9 

t1: y = -3x + 9

2) Gleichung der Tangente t2:

t2 ist Normale zu t1, deshalb hat t2 die Steigung 1/3. 

Der Berührpunkt B(xB | yB) von t2 in Kg hat also die Steigung 1/3, damit:
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yB = g(0) = 1-e, damit:

t2: y = 1/3x + 1-e

3) Schnittpunkt S(xs |ys) von t1 und t2:

-3xs + 9 = 1/3 xs + 1-e, weiter umgeformt ergibt dies:

xs = 2,4+0,3e    ys = 1,8-0,9e und damit:

S(2,4+0,3e | 1,8-0,9e) ( S(3,2 | -0,7)

2.4
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also: A = 9,75 FE

Hauptprüfung 2000

2.2 Aufgabe 2

2.1

1) Ableitungen:
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2) Achsenschnittpunkte

a) Schnittpunkte mit der y-Achse

Schnittpunkte Sy(0 | ys) mit der y-Achse: Sy(0 | ys)(  Kf 
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also:

Sy(0 | 2)

b) Schnittpunkte mit der x-Achse

Schnittpunkte Sx(xs | 0) mit der x-Achse: Sx(xs | 0) (  Kf


[image: image158.wmf]2

ln

4

2

ln

1

ln

4

1

2

1

ln

4

1

2

1

2

4

2

4

0

4

1

4

1

4

1

=

-

=

-

=

-

=

=

×

-

×

=

-

-

-

S

S

S

x

x

x

x

x

x

e

e

e

S

S

S


also:

Sx(4 ln2 | 0)

3) Extrempunkte

Extrempunkte E(xe|ye): f '(xe) = 0


[image: image159.wmf]0

0

4

1

4

1

=

=

-

-

-

x

x

e

e


L={}

also: Es gibt keinen Extrempunkt.

4) Wendepunkte:

Wendepunkte W(xw|yw): f''(xw) = 0
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also: Es gibt keinen Wendepunkt.

2.2

1) 
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Zu zeigen ist:

f(0) = y(0) 

f '(0) = y'(0)

a)
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       also f(0) = y(0)

b)
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c) 
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also: Kf ist eine Linkskurve.

2.3
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also: Agesamt ( 0,455 FE

2.4

1)
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da g(2) und g(3) verschiedene Vorzeichen haben, muß sich nach dem sogenannten Nullstellensatz im Intervall [2 ; 3] eine Nullstelle befinden.

2) Berechnung einer Nullstelle im Intervall [2 ; 3] mit dem Tangentenverfahren (Newton).

a) 
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b) Wähle einen Anfangswert, z.B: x0 = 2

c) Berechne iterativ nächsten Wert:
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d) Berechne iterativ nächsten Wert:
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e) Berechne iterativ nächsten Wert:
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2.5
1) Ableitungen:


[image: image180.wmf]2

3

1

)

(

3

+

+

-

=

x

x

x

g

      
[image: image181.wmf]x

x

g

2

)

(

'

'

-

=



[image: image182.wmf]1

)

(

'

2

+

-

=

x

x

g

              
[image: image183.wmf]2

)

(

'

'

'

-

=

x

g


2) Extrempunkte

Extrempunkte E(xe|ye): g'(xe) = 0
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xe1 = -1

xe2 = 1

g''(-1) = -2((-1) = 2 > 0, d.h. Tiefpunkt

g''(1) = -2(1 = -2 < 0,    d.h. Hochpunkt
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also:

T(-1 | 
[image: image188.wmf]3
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) ist Tiefpunkt

H(1 | 
[image: image189.wmf]3

8

) ist Hochpunkt

3) Wendepunkte

Wendepunkte W(xw|yw): f''(xw) = 0

-2xw = 0 <==> xw = 0

f '''(0) = -2  ( 0

yw =  g(0) = 2

also:

W(0 | 2)  Wendepunkt.

4) rechtwinklig schneiden
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f '(0) = -1  (siehe oben).

Also:

f '(0) ( g'(0) = -1( 1 = -1, also:

Kf und Kg schneiden sich auf der y-Achse rechtwinklig.
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2.3 Aufgabe 2

2.1
1) Ableitungen:
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2.1.1
1) Achsenschnittpunkte

a) Schnittpunkte mit der y-Achse

Schnittpunkte Sy(0 | ys) mit der y-Achse:
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ys = 3

also:

Sy(0 | 3)

b) Schnittpunkte mit der x-Achse

Schnittpunkte Sx(xs | 0) mit der x-Achse: Sx(xs | 0) (  Kf 
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also:
Sx(-2 ln4 | 0)

2) Extrempunkte

Extrempunkte E(xe|ye): f '(xe) = 0
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also: Es gibt keinen Extrempunkt.

3) Wendepunkte

Wendepunkte W(xw|yw): f''(xw) = 0
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also: Es gibt keinen Wendepunkt.

2.1.2
1) 

A = A1 + A2
a) 
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 EMBED Equation.3  [image: image205.wmf]=
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8 ln 4 - 6

b) A2 = 3(3/2 = 4,5

c) A = A1 + A2 = 8 ln 4 - 6 + 4,5 = 8 ln 4 - 1,5 ( 9,59

also:   A = 8 ln 4 - 1,5  ( 9,59 FE

2.2
p(x) = ax² + bx + c

A(0 | 3) ( Kp, also:  

3 = c (G1)

B(3 | 0) ( Kp, also:  

0 = 9a + 3b + c (G2)

C(5 | 0) ( Kp, also:  

0 = 25a + 5b + c (G3)

2.3
1) Schnittpunkte S(xS | yS) von P und K:
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Definiere:

h(x) =
[image: image208.wmf]1
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h'(x) =
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8

5

2

2

1

2

1

-

+

-

-

x

e

x


2) Berechnung einer weiteren Nullstellen mit dem Tangentenverfahren (Newton).

a) 
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b) Wähle einen Anfangswert, z.B: x0 = 8

c) Berechne iterativ nächsten Wert:
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d) Berechne iterativ nächsten Wert:
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e) Berechne iterativ nächsten Wert:
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2.4
1) 
[image: image215.wmf]QR

 =  d

Damit: 

d(u) = 3-u - (0,2(u² - 1,6(u + 3);    u ( [0, 3]

= 3 - u - 0,2(u² + 1,6(u - 3

= 0,6 u - 0,2 u²

also:

d'(u) = 0,6 - 0,4 u

d''(u) = - 0,4 

2) Extrempunkte

Extrempunkte E(xe|ye): d'(ue) = 0

0,6 - 0,4 ue = 0

ue = 1,5         

d(1,5) = 0,6(1,5 - 0,2 (1,5² = 0,9 - 0,45 = 0,45

d''(1,5) = -0,4 < 0,

also: 

H(1,5 | 0,45) ist HP und damit hat d an der Stelle u = 1,5 ein relatives Maximum.

Hat es an dieser Stelle auch ein absolutes Maximum ?

d(0) = 0,6(0 - 0,2(0² = 0

d(3) = 0,6(3 - 0,2(3² = 1,8 - 1,8 = 0

Ergebnis:

Die Strecke
[image: image216.wmf]QR

wird für u = 1,5 am größten

Hauptprüfung 2002

2.4 Aufgabe 2

2.1
1) Ableitungen:
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2.1.1
Schnittpunkte Sy(0 | ys) mit der y-Achse: Sy(0 | ys)(  Kf 
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Sy(0 | 1)

2.1.2
Schnittpunkte Sx(xs | 0) mit der x-Achse: Sx(xs | 0) (  Kf
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Nullstelle xs = 1 durch Probieren. Also gilt:
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Bestimmen von R(x) durch Polynomdivision:
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Lösungen bestimmen von 
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Fall1: 
[image: image227.wmf]0

2

2

=

-

+

S

S

x

x



[image: image228.wmf]1
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damit Nullstellen von f:

Sx1 (-2 | 0),  Sx2 (1 | 0)

2.1.3
Extrempunkte E(xe|ye): f '(xe) = 0
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[image: image232.wmf]1
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xe1 = 1

xe2 = -1

f ''(1) = 3(1 = 3 > 0  ==> Tiefpunkt

f ''(-1) = 3((-1) = -3 < 0  ==> Hochpunkt
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damit:

T(1| 0) Tiefpunkt,  H(-1 |2) Hochpunkt

2.1.4
Wendepunkte W(xw|yw): f ''(xw) = 0
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f ''' (0) = 3 ( 0  ==> Wendepunkt
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damit:

W(0 | 1) Wendepunkt

2.2
Um nachzuweisen, dass t eine Tangente ist, genügt es nachzuweisen, dass t und Kf einen Berührpunkt B(xB | yB) haben. Um zu zeigen, dass B(xB | yB) ein Berührpunkt ist genügt es nachzuweisen, dass gilt:

f(xB) = y(xB)

f '(xB) = y'(xB) = 
[image: image238.wmf]2
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2.2.1
f(xB) = y(xB)
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2.2.2
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Damit gilt:
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2.3
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Der Berührpunkt ist D(0 | yB).

Da D(0 | yB) ( Kf :
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Zeige, dass gilt:
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Es gilt:
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2.4
I = 
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2.5
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P(-1 | 3) liegt auf der Kurve:
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Q(1 | 0) liegt auf der Kurve:
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Gleichsetzen "(G1) = (G2)":
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Damit gibt es keine reellen Zahlen a und b mit der gewünschten Eigenschaft.









































































































































































Fall2: � EMBED Equation.3  ���


xe2  = 0 





Fall2: xS -1 = 0 


xS  = 1 


xS3 = 1 





Fall2: � EMBED Equation.3  ���


xS2  = 0 








Lösung mit dem TR:


a = 0,2


b = -1,6


c = 3


also:


p(x) = 0,2(x² - 1,6(x + 3








� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���


a = 2  (F1)
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