Lösungen der Abschlussprüfungen der Berufkollegs Aufgabentyp 1

1995 - 2002

Hauptprüfung 1995

1.1 Aufgabe 1

1.1

1) Ableitungen:
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2) Symmetrie

a) 
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also f(x) ( f(-x), d.h. keine Symmetrie zur y-Achse

b) 
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also -f(x) ( f(-x), d.h. keine Punktsymmetrie bzgl. O(0 | 0)

3) Extrempunkte

Extrempunkte E(xe|ye): f '(xe) = 0
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xe1 = 0         

xe2 = 3      

f ''(0) = 0,  also keine Aussage möglich (*).

f ''(3) = 
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 < 0, d.h. Hochpunkt.

ye2 = f(3) = 39/8

also:

H(3 | 39/8) ist HP

4) Wendepunkte

Wendepunkte W(xw|yw): f''(xw) = 0
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xw1 =  0  

xw2 =  2     

f '''(0) = 3  ( 0, also Wendepunkt

f '''(2) = -3 ( 0, also Wendepunkt

yw1 =  f(0) = 1,5    

yw2 =  f(2) = 3,5

also:

W1(0 | 1,5)   Wendepunkt; siehe oben (*). Damit also Aussage möglich.

W2(2 | 3,5)   Wendepunkt

1.2

1) Gleichung der Tangente t1 in P1(0 | 1,5) :

f '(0) = 0, also:
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2) Gleichung der Tangente t2 in P1(2 | 3,5) :

f '(2) = 2, also: 
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1.4

1) Schnittpunke S(xs |ys) von g und Kf 

(oder etwas mathematischer formuliert: Kf (  Kg = S(xs|ys)):
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xs1 = 0

xs2 = 4, also:

S1(0 | 1,5)

S2(4 | 1,5)

2)
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also: A = 6,4 FE

1.5

1) Zielfunktion:

d(x) = f(x) - h(x)

= 
[image: image22.wmf])
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= 
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2) Definitionsbereich:

D = [-2 ; 2]

3)  Ableitungen

d'(x) = 
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d''(x) = 
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4) Extrempunkte

Extrempunkte E(xe|ye): d '(xe) = 0
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Also ist x = 2 eine Nullstelle von 
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Also läßt sich 
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 darstellen als:
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= (x - 2) ( R(x),  also R(x) = 
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R(x) bestimmt man durch Polynomdivision:
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also:
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weitere Lösungen:
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xe2 = 2

xe2 = -1

d ''(2) = 0, also keine Aussage möglich (d.h. dies könnte ein Extrempunkt sein, d.h. man muss seinen y-Wert berechnen - siehe unten)

d ''(-1) = - 4,5 < 0, also Hochpunkt

d(-1) = 27/8

also

H(-1 | 27/8)

5) Randpunkte

d(-2) = 0

d(2) = 0

6) Ergebnis:

Das absolute Maximum im Intervall [-2 | 2]  ist bei H(-1 | 27/8)
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1.2 Aufgabe 1
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1.1

g(x) = ax4+bx³ + cx² + dx + e

g '(x) = 4ax³ + 3bx² + 2cx + d

g''(x) = 12ax² + 6bx + 2c

a) symmetrisch zur y-Achse:

g(x) = g(-x)

ax4 + bx³ + cx² + dx + e =

a(-x)4 + b(-x)³ + c(-x)² + d(-x) + e

also:

ax4 + bx³ + cx² + dx + e =

ax4 - bx³ + cx² - dx + e

also:

b = 0 und d = 0

b) P(2 | -1,5) ( Kg :

-1,5 = a(24 + c(2² + e 

-1,5 = 16a + 4c + e    (G1)

1.2

1) Ableitungen:
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2) Symmetrie
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also f(x) = f(-x), d.h. achsensymmetrisch bzgl. der y-Achse

3) Achsenschnittpunkte

a) Schnittpunkte mit der y-Achse

Schnittpunkte Sy(0 | ys) mit der y-Achse: Sy(0 | ys)(  Kf 
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also: 

Sy(0 | 2,5) 

b) Schnittpunkte mit der x-Achse

Schnittpunkte Sx(xs | 0) mit der x-Achse: Sx(xs | 0) (  Kf 
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1. Lösungsmöglichkeit:

setze 
[image: image43.wmf]2
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u2 - 6u + 5 = 0

nach der Mitternachtsformel:

u1 = 1,  u2 = 5

Da  
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, folgt:
xS1 = 1,  xS2 = -1,  xS3 =
[image: image45.wmf]5

,  xS4 = -
[image: image46.wmf]5

,
also:

Sx1(1 | 0),   Sx2(-1 | 0),   Sx3(
[image: image47.wmf]5

 | 0),   Sx4(-
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 | 0)

2. Lösungsmöglichkeit:

Schnittpunkte Sx(xs | 0) mit der x-Achse: Sx(xs | 0) (  Kf 
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Da W(1 | 0) eine Nullstelle von f(x) ist, kann man f(x) als das folgende Produkt darstellen:
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R(x) bestimmt man durch Polynomdivision:
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Nullstellen des Polynoms x³ + x² - 5x -5 mit TR:

xs1 = -1,  xs2 =
[image: image53.wmf]5

, xs3 = -
[image: image54.wmf]5


damit Nullstellen von f:

Sx1 (1 | 0),  Sx2 (-1 | 0),  Sx3(
[image: image55.wmf]5

 | 0),  Sx4(-
[image: image56.wmf]5

 | 0)

3. Lösungsmöglichkeit:

Da aus Gründen der Achsensymmetrie auch W2(-1 | 0) eine Nullstelle von f(x) ist, kann man f(x) als das folgende Produkt darstellen:
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,  also R(x) = 
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R(x) bestimmt man durch Polynomdivision:
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   Bitte selbst lösen !!!!!

4) Extrempunkte

Extrempunkte E(xe|ye): f '(xe) = 0
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Fall 1:

xe = 0,  also:

xe1 = 0    

Fall 2:
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,  also:

xe2 =
[image: image64.wmf]3


xe3 = -
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f ''(0) = 6( 02 - 6 = -6 < 0 ==> Hochpunkt

f ''(
[image: image66.wmf]3

) = 6 (
[image: image67.wmf]3

2 - 6 = 12 > 0 ==> Tiefpunkt

f ''(-
[image: image68.wmf]3

) = 6( (-
[image: image69.wmf]3

)2 - 6 = 12 > 0 ==> Tiefpunkt

ye1 = f (0) = 0,5 ( 04 - 3 ( 02 + 2,5 = 2,5

ye2 = f (
[image: image70.wmf]3

)  = 0,5 ( 
[image: image71.wmf]3

4 - 3 ( 
[image: image72.wmf]3

2 + 2,5 = -2

ye3 = f (-
[image: image73.wmf]3

) = 0,5 ( (-
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)4 - 3 ( (-
[image: image75.wmf]3

)2 + 2,5 = -2

damit:

H(0 | 2,5) ist Hochpunkt

T1(
[image: image76.wmf]3

| -2) ( T1(1,7| -2) ist Tiefpunkt

T2(-
[image: image77.wmf]3

| -2) ( T2(-1,7| -2) ist Tiefpunkt

5) Wendepunkte

Wendepunkte W(xw|yw): f''(xw) = 0
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[image: image79.wmf]1
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xw1  = 1  

xw2  = -1

f '''(1) = 12 ( 1 = 12   ( 0  ==> Wendepunkt

f '''(-1) = 12 ( -1 = 12 ( 0 ==> Wendepunkt

yw1 =  f(1) =  0,5 ( 14 - 3 ( 12 + 2,5 = 0

yw2 =  f(-1) =  0,5 ( (-1)4 - 3 ( (-1)2 + 2,5 = 0

damit:

W1(1 | 0) ist Wendepunkt

W2(-1 | 0) ist Wendepunkt

1.3

1) Bestimmung des Berührpunkts:

Der gesuchte Berührpunkt sei B(xB | yB).

Dort gilt dann die sogenannte Tangentenbedingung:


[image: image80.wmf])

(

'

0

4

B

B

B

x

f

x

y

=

-

-



(TB)

Es gilt aber:
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Setze dies in (TB) ein. Das ergibt dann:
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also:

xB1 = 1,    yB1 = 0  ==> B1( 1 | 0)

xB2 = - 1   yB2 = 0  ==> B2(-1 | 0) 

2) Bestimmung der Tangentengleichungen:

a) ZPF der Geradengleichung
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, also:  

t1: y = -4x + 4

b)
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, also:  

t2: y = 4x + 4

1.4

Berechnung der Fläche (mit TR oder gerechnet):
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 = 0,4

also:

A = 0,4 FE
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1.3 Aufgabe 1

[image: image391.wmf]3
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1.1

g(x) = ax4+bx³ + cx² + dx + e

g '(x) = 4ax³ + 3bx² + 2cx + d

g''(x) = 12ax² + 6bx + 2c

a) symmetrisch zur y-Achse:

g(x) = g(-x) für alle x(R

ax4 + bx³ + cx² + dx + e =

a(-x)4 + b(-x)³ + c(-x)² + d(-x) + e

also:

ax4 + bx³ + cx² + dx + e =

ax4 - bx³ + cx² - dx + e

also:

b = 0 und d = 0

andere Begründung:

Koeffizienten der Glieder mit ungeraden Hochzahlen müssen alle 0 sein !

b) W(1 | 2) ( Kg :

2 = a(14 + c(1² + e 

2 = a + c + e    (G1)

1.2

1) Ableitungen:
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2) Symmetrie
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also f(x) = f(-x), d.h. achsensymmetrisch zur y-Achse

3) Achsenschnittpunkte

a) Schnittpunkte mit der y-Achse

Schnittpunkte Sy(0 | ys) mit der y-Achse: Sy(0 | ys)(  Kf 
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also: 

Sy(0 | 27/16) 

b) Schnittpunkte mit der x-Achse

Schnittpunkte Sx(xs | 0) mit der x-Achse: Sx(xs | 0) (  Kf 
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1. Lösungsmöglichkeit:

setze 
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u1 = 9

u2 = -3
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und damit:

xs11 = 3

xs12 = -3

also: 

Sx1(3 | 0) 

Sx2(-3 | 0) 

2. Lösungsmöglichkeit:

Da man durch Probieren (oder am Display des Taschenrechners) feststellt, daß sich an der Stelle x = 3 eine Nullstelle von f(x) befindet, kann man f(x) als das folgende Produkt darstellen:
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R(x) bestimmt man durch Polynomdivision:
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Nullstellen des Polynoms x³ + 3x² + 3x + 9 (mit TR):

xs1 = -3

damit Nullstellen von f:

Sx1 (3 | 0),  Sx2 (-3 | 0) 

4) Extrempunkte

Extrempunkte E(xe|ye): f '(xe) = 0
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Fall 1:

xe = 0,  also:

xe1 = 0    

Fall 2:
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f ''(0) = -0,75( 02 + 0,75 = 0,75 > 0 ==> Tiefpunkt

f ''(
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2 + 0,75 = -1,5 < 0 ==> Hochpunkt

f ''(-
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)2 + 0,75 = -1,5 < 0 ==> Hochpunkt

ye1 = f (0) = -1/16 ( 04 + 3/8 ( 02 + 27/16 = 27/16

ye2 = f (
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)  = -1/16 ( 
[image: image122.wmf]3

4 + 3/8 (
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ye3 = f (-
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)2 + 27/16 = 2,25

damit:

T(0 | 27/16) ist Tiefpunkt,  H1(
[image: image127.wmf]3

| 2,25) ist Hochpunkt,  H2(-
[image: image128.wmf]3

| 2,25) ist Hochpunkt

5) Wendepunkte

Wendepunkte W(xw|yw): f''(xw) = 0
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xw1  = 1  

xw2  = -1

f '''(1) = -1,5 ( 1 = -1,5  ( 0  ==> Wendepunkt

f '''(-1) = -1,5 ( -1 = 1,5 ( 0 ==> Wendepunkt

yw1 =  f(1) = -1/16 ( 14 + 3/8 ( 12 + 27/16 = 2

yw2 =  f(-1) = -1/16 ( (-1)4 + 3/8 ( (-1)2 + 27/16 = 2

damit:

W1(1 | 2) ist Wendepunkt

W2(-1 | 2) ist Wendepunkt

1.3

1) Bestimmung der Tangente in W2(-1 | 2):
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PSF der Geradengleichung:
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t: y = -0,5x + 1,5

1.4

Die Koordinaten von P und Q sind:

P(u | 
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Länge der Strecke PQ und damit die 

1) Zielfunktion:

d(u) = f(u) - t(u) = 
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Bestimmung der Ableitungen:

d'(u)  = 
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d''(u)  = 
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3

4

3

2

+

-

u


2) Definitionsbereich:

D = [-1, 3]

3) Lokale Extremwerte E(ue | d(ue)):  d'(ue)=0
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ue = 2
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4) Randwertuntersuchung:

d(-1) = 0

d(3) = 0

Ergebnis:

Für u = 2 wird die maximale Länge l = 27/16 erreicht.

1.5

Berechnung der Fläche (mit TR oder gerechnet):

A1 =
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also:

A = A1 + A2 = 7,6 FE
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1.4 Aufgabe 1
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1.1

g(x) = ax4+bx³ + cx² + dx + e

g '(x) = 4ax³ + 3bx² + 2cx + d

g''(x) = 12ax² + 6bx + 2c

a) P(-1 | -11/8) ( Kg :

-11/8 = a((-1)4 + b((-1)3 + c((-1)² + d((-1) + e 

-11/8 = a - b + c - d + e    (G1)

b) Q(1 | 5/4) ( Kg :

5/4 = a(14 + b(13 + c(1² + d(1 + e 

5/4 = a  + b + c + d + e    (G2)

c) O(0 | 0) ( Kg :

0 = a(04 + b(03 + c(0² + d(0 + e 

e = 0    (G3)

d) g '(0) = 1:

1 = 4a(03 + 3b(02 + 2c(0 + d

d = 1       (G4) 

1.2

1) Ableitungen:
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2) Hochpunkt bei x = 4
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 ==> Hochpunkt

ye1 = f (4) = 
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damit:

H( 4 | 8) ist Hochpunkt

3) Extrempunkte 

Extrempunkte E(xe|ye): f '(xe) = 0
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Da man aus 2) weiß, daß sich an der Stelle x = 4 eine Nullstelle von f '(x) befindet, kann man 
f '(x) als das folgende Produkt darstellen:
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R(x) bestimmt man durch Polynomdivision:
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4) Wendepunkte

Wendepunkte W(xw|yw): f''(xw) = 0
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Fall 1:

xw = 0,  also:

xw1 = 0    

Fall 2:
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xw2 = 2,5

f '''(0) = 
[image: image163.wmf]8

15

0

2

3

+

×

-

= 
[image: image164.wmf]8

15

   ( 0  ==> Wendepunkt
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yw1 =  f(0) = 0

yw2 =  f(2,5) = 
[image: image167.wmf]256
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damit:

W1(0 | 0) ist Wendepunkt

W2(2,5 | 4,94) ist Wendepunkt

1.3

1) Bestimmung der Steigung der Tangente in O(0 | 0):
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Also ist die Funktionsgleichung der Tangente:

t : y = x

2) Schnittpunke S(xs |ys) von t und Kf 

(oder etwas mathematischer formuliert: Kf  (  t = S(xs|ys)):
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Fall 1:
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xS1 = 0
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ys2 = f(5) = 
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S1(0 | 0)

S2(4 | 5)

3) Berechnung der Fläche
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A ( 9,77 FE

1.4

1) Berührpunkt B(xB|yB): f''(xB) = Steigung von g = 1
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Fall 1:
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xB1 = 0

Fall 2:
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xB2 = 15/4
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B(3,75 | 7,87)
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1.5 Aufgabe 1
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1.1

g(x) = ax4+bx³ + cx² + dx + e

g '(x) = 4ax³ + 3bx² + 2cx + d

g''(x) = 12ax² + 6bx + 2c

a) A(2 | 6) ( Kg :

6 = a(24 + b(23 + c(2² + d(2 + e 

6 =  16a + 8b + 4c +2d + e    (G1)

b) B(-4 | 0) ( Kg :

0 = a((-4)4 + b((-4)3 + c((-4)² + d((-4) + e 

0 =  256a  - 64b + 16c - 4d + e    (G2)

c) O(0 | 0) ( Kg :

0 = a(04 + b(03 + c(0² + d(0 + e 

e = 0    (G3)

d) g '(0) = 0:

0 = 4a(03 + 3b(02 + 2c(0 + d

d = 0       (G4) 

1.2

1) Ableitungen:
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2) Schnittpunkte mit der x-Achse

Schnittpunkte Sx(xs | 0) mit der x-Achse: Sx(xs | 0) (  Kf 
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Fall 1:
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<==> xS = 0,  also:

xS1 = 0    

damit Nullstellen von f:

Sx1 (0 | 0),  Sx2 (-4 | 0) 

3) Extrempunkte 

Extrempunkte E(xe|ye): f '(xe) = 0
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Fall 1:
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f ''(0) = 1,5(02 + 3(0 = 0 ==> keine Aussage möglich (*)

f ''(-3) = 1,5((-3)2 + 3((-3) = 4,5 > 0 ==> Tiefpunkt

ye1 = f (-3) = 
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damit:

T(-3 | -27/8) ist Tiefpunkt

4) Wendepunkte

Wendepunkte W(xw|yw): f''(xw) = 0
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Fall 1:

3xw = 0 <==> xw = 0,  also:

xw1 = 0    

Fall 2:
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f '''(0) = 3(0 + 3 = 3  ( 0  ==> Wendepunkt

f '''(-2) = 3((-2) + 3 = -3 ( 0 ==> Wendepunkt

yw1 =  f(0) = 
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yw2 =  f(-2) = 
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damit:

W1(0 | 0) ist Wendepunkt; siehe oben (*). Damit also Aussage möglich.

W2(-2 | -2) ist Wendepunkt

1.3

1) Bestimmung des Berührpunkts der Tangente

Der gesuchte Berührpunkt sei B(xB, yB).

Die ZPF der Geradengleichung ergibt die sogenannte Tangentenbedingung:
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Setze dies in (TB) ein. Das ergibt dann:
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yB2 = f (2) = 
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also:

B1(-2 | -2),  B2(2 | 6) 

2) Bestimmung der Tangentengleichungen:

a) ZPF der Geradengleichung (durch B1(-2 | -2) und P(2 | 6))
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also:  t1: y = 2x + 2
b) PSF der Geradengleichung (durch P(2 | 6)) mit 
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also:  t2: y = 10 x - 14
1.4

1) Schnittpunke S(xs |ys) von t und Kf 

(oder etwas mathematischer formuliert: Kf  (  t = S(xs|ys)):
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Da man weiß, daß für xS = 2 oder xS = -2 gilt:
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sind x = -2 und x = 2 Nullstellen von 
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Also läßt sich 
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R(x) bestimmt man durch Polynomdivision:
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2) Berechnung der Fläche
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also:

A = 6,4 FE

1.5

Die Koordinaten von Q und S sind:

Q(a | 
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Länge der Strecke QS und damit die 

1) Zielfunktion:

d(u) = t(a) - f(a) = 
[image: image242.wmf])
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Bestimmung der Ableitungen:

d(a) = 
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d'(a)  = 
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d''(a)  = 
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2) Definitionsbereich:

D = [-2, 2]

3) Lokale Extremwerte E(ae | d(ae)):  d'(ae) = 0
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Durch "Probieren" (bzw. Aufgabe läßt vermuten) ergibt sich Lösung ae1 = 1.

Damit ist  a = 1 eine Nullstelle von 
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R(a) bestimmt man durch Polynomdivision 
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also:
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weitere Lösungen (mit TR):
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d''(-2)  = 
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4) Randwertuntersuchung:

d(2) = 
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Ergebnis:

Für a = 1 wird die maximale Länge l der Strecke QS erreicht.
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1.6 Aufgabe 1
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g(x) = ax³ + bx² + cx + d

g '(x) = 3ax² + 2bx + c

g''(x) = 6ax + 2b

a) O(0 | 0) ( Kg :

0 = a(03 + b(02 + c(0 + d 

d =  0                                         (G1)

b) B(2 | 4) ( Kg :

4 = a(23 + b(22 + c(2 + d 

4 =  8a  + 4b + 2c + d                 (G2)

c) g '(2) = 0:

0 = 3a(22 + 2b(2 + c

0 = 12a + 4b + c                         (G3) 

1.2
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1) Ableitungen:
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2) Schnittpunkte mit der x-Achse

Schnittpunkte Sx(xs | 0) mit der x-Achse: Sx(xs | 0) (  Kf 
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Fall 1:

xS = 0, also:

xS1 = 0    

damit Nullstellen von f:

Sx1 (0 | 0),  Sx2 (6 | 0) 

3) Extrempunkte 

Extrempunkte E(xe|ye): f '(xe) = 0
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xe1 = 2,  xe2 = 6       

f ''(2) = 0,75(2 - 3 = -1,5 < 0  ==> Hochpunkt

f ''(6) = 0,75(6 - 3 = 1,5 > 0   ==>  Tiefpunkt

ye1 = f (2) = 
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ye2 = f (6) = 
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damit:

T(6 | 0) ist Tiefpunkt

H(2 | 4) ist Hochpunkt

4) Wendepunkte

Wendepunkte W(xw|yw): f''(xw) = 0
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f '''(4) = 0,75 ( 0  ==> Wendepunkt

yw =  f(4) = 
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W(4 | 2) ist Wendepunkt

1.3

Berechnung der Fläche
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also:

A = 13,5 FE

1.4

1) Bestimmung des Berührpunkts der Tangente

Der gesuchte Berührpunkt sei B(xB, yB).

Die PSF der Geradengleichung ergibt die sogenannte Tangentenbedingung:
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Es gilt aber:
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Setze dies in (TB) ein. Das ergibt dann:
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Fall 1:

xB = 0,  also:

xB1 = 0    

Fall 2:
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xB2 =4

damit:

B1(0 | 0),   B2(4 | 2)

2) Bestimmung der Tangentengleichungen:

a) ZPF der Geradengleichung
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b)
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, also:  t2: y = -1,5 x + 8

1.5

Flächeninhalt des Dreiecks und damit die 

1) Zielfunktion:
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A(u) = 
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Bestimmung der Ableitungen:

A(u) = 
[image: image291.wmf]2

3

4

4

9

4

3

16

1

u

u

u

+

-


A'(u) = 
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2) Definitionsbereich:

D = [0, 6]

3) Lokale Extremwerte E(ue | A(ue)):  A'(ue) = 0
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Fall 1:

uB = 0,  also:

uB1 = 0    

A''(0)  = 
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also relatives Maximum bei ue = 3

A(3) = 
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4) Randwertuntersuchung:

A(0) = 
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A(6) = 
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Ergebnis:

Für u = 3 ist die maximale Fläche des Dreiecks 81/16 FE.
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1.7 Aufgabe 1

1.1

1) x = -1 ist eine doppelte Nullstelle und x = 2 ist eine einfache Nullstelle.

Also laute die Funktionsgleichung:
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Da P(0 | -2) ( K:
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a = 1

also:
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2) 

Maximal 4 LE in positive y-Richtung.

1.2

1) Ableitungen:
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2) Achsenschnittpunkte

a) Schnittpunkte mit der y-Achse

Schnittpunkte Sy(0 | ys) mit der y-Achse: Sy(0 | ys)(  K
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also: 

Sy(0 | -2) 

b) Schnittpunkte mit der x-Achse

Schnittpunkte Sx(xs | 0) mit der x-Achse: Sx(xs | 0) (  K 
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Da man durch Probieren (oder am Display des Taschenrechners) feststellt, daß sich an der Stelle x = -1 eine Nullstelle von f(x) befindet, kann man f(x) als das folgende Produkt darstellen:
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R(x) bestimmt man durch Polynomdivision:
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Nullstellen des Polynoms x² -x - 2:
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xs1 = 2,  xs2 = -1

damit Nullstellen von f:

S1 (-1 | 0),  S2 (2 | 0)

3) Extrempunkte

Extrempunkte E(xe|ye): f '(xe) = 0
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xe1 = 1    

xe2 = -1

f ''(1) = 6( 1 = 6 > 0 ==> Tiefpunkt

f ''(-1) = 6( (-1) = -6 < 0 ==> Hochpunkt

ye1 = f (1) = 13 - 3(1 -2 = -4

ye2 = f (-1) = (-1)3 - 3((-1) -2 = 0

damit:

T(1 | -4) ist Tiefpunkt

H(-1 | 0) ist Hochpunkt 


4) Wendepunkte

Wendepunkte W(xw|yw): f''(xw) = 0

6xw = 0

xw = 0

f '''(0) = 6 ( 0  ==> Wendepunkt

yw =  f(0) =  03 - 3(0 -2 = -2

damit:

W(0 | -2) ist Wendepunkt

1.3

1) Bestimmung der Steigung in W(0 | -2):
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Damit beträgt die Steigung der Normalen: 
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2) Gleichung der Normalen durch PSF:
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1.4

1) Schnittpunkte S(xS | yS) von K und n:
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2) Berechnung der Fläche (mit TR oder gerechnet):
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also:

A = 25 /9 FE

1.5
1) Bestimmung des Berührpunkts:

Der gesuchte Berührpunkt sei B(xB | yB).

Dort gilt dann die sogenannte Tangentenbedingung:
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(TB)

Es gilt aber:
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Setze dies in (TB) ein. Das ergibt dann:
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also:

xB1 = 0,   
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  ==> B1( 0 | -2) 

xB2 = 1,   
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  ==> B1( 1 | -4) = T( 1 | -4)

2) Bestimmung der Tangentengleichungen:

a) ZPF der Geradengleichung
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  ==>  y = -3x -2   , also:  

t1: y = -3x -2
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1.8 Aufgabe 1

1.1
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1) Ableitungen:
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2) Extrempunkte 

Extrempunkte E(xe|ye): f '(xe) = 0
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xe1 = -2,  xe2 = -6       

f ''(-2) = -0,75(-2 - 3 = -1,5 < 0  ==> Hochpunkt

f ''(-6) = -0,75(-6 - 3 = 1,5 > 0   ==>  Tiefpunkt

ye1 = f (-2) = 
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ye2 = f (-6) = 
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damit:

T(-6 | 2) ist Tiefpunkt

H(-2 | 6) ist Hochpunkt

3) Wendepunkte

Wendepunkte W(xw|yw): f''(xw) = 0
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f '''(-4) = -0,75 ( 0  ==> Wendepunkt

yw =  f(-4) = 
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damit:

W(-4 | 4) ist Wendepunkt

1.2

Allgemein gilt für Polynome n-ten Grades:
1) Die x-Koordinate des sich am weitesten links befindlichen Extrempunkts (bzw. Wendepunkts) werde mit xl bezeichnet. Die x-Koordinate des sich am weitesten rechts befindlichen Extrempunkts (bzw. Wendepunkts) werde mit xr bezeichnet. B = [xl ; xr].  Mit Tt(xt | yt) wird der tiefste Tiefpunkt (bzw. wendepunkt) des Polynoms bezeichnet. 

Damit sind alle y-Koordinaten des Polynoms innerhalb des Intervalls B größer als yt
Wenn sich yt oberhalb der x-Achse befindet, befinden sich damit alle alle y-Koordinaten des Polynoms innerhalb des Intervalls B oberhalb der x-Achse.

2) Für den Verlauf eines Polynoms für große x spielt nur der Term mit dem höchsten Exponent eine Rolle (also xn).

Falls n gerade ist, geht der y-Wert für x ( 00 gegen 00

Falls n ungerade ist, geht der y-Wert für x ( 00 gegen 00 und 

der y-Wert geht gegen -00 für x ( -00

3) Da die Kurve links bzw. rechts des Intervalls B gegen 00 bzw. -00 läuft, die Kurve aber keine Extrempunkte mehr besitzt, muß sie links bzw. rechts des Intervalls B monoton steigend bzw. fallend sein.

Konkret für 
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1)

a) Hochpunkt, Tiefpunkt und Wendepunkt liegen oberhalb der x-Achse

Also gibt es in B keinen Schnittpunkt mit der x-Achse

b) x ( -00 ( f(x) ( 00
Also gibt es links von B keinen Schnittpunkt mit der x-Achse
c) x ( +00 ( f(x) ( -00

Also gibt es rechts von B genau einen Schnittpunkt mit der x-Achse

2)

f(0) = 2 > 0

f(1) = - 4,125 < 0

Anschaulich: Da die Punkte der Kurve im Intervall [0 ; 1] von einem positiven zu einem negativen Wert “wandern”, muß sie die x-Achse schneiden.

1.3

1) 1. Lösung:

Verschiebung von Kf um 2 LE in negative y-Richtung:
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Schnittpunkte mit der x-Achse

Schnittpunkte Sx(xs | 0) mit der x-Achse: Sx(xs | 0) (  Kg 
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Fall 1:

xS = 0, also:

xS1 = 0    

damit Nullstellen von f:

Sx1 (0 | 0),  Sx2 (-6 | 0) 

2) 2. Lösung

Da der Tiefpunkt die y-Koordinate 2 hat, verschiebt sich dieser um 2 LE nach unten. Er berührt dadurch die x-Achse. Dadurch ergeben sich insgesamt 2 gemeinsame Punkte mit der x-Achse.

1.4

1) Berechnung der Tangenten: 

Die Tangente Kt geht durch den Tiefpunkt T(-6|2) und hat deshalb die Funktionsgleichung:

t(x) = 2

2) Berechnung der Fläche

A =
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 = 13,5

also:

A = 13,5 FE

3) Berechnung von A1:

A1 =
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 = 5,5

also:

A1 = 5,5 FE

4) Berechnung von A2:

A2 = A - A1 = 13,5 - 5,5 = 8 

A1 : A2 = 5,5 : 8 = 11 : 16

1.5

1)
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9

)

4

(

3

)

4

(

8

3

)

4

(

'

)

(

'

2

-

-

×

-

-

×

-

=

-

=

x

f

x

f

W

= 1,5

PSF der Tangente:
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, also: y = 1,5x + 10

2) Bestimmung der Berührpunkte der Tangenten:

Der gesuchte Berührpunkt sei B(xB, yB).

Die ZPF der Geradengleichung ergibt die sogenannte Tangentenbedingung:
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Es gilt aber:
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Setze dies in (TB) ein. Das ergibt dann:
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(G)

Da man durch Probieren (oder am Display des Taschenrechners) feststellt, daß sich an der Stelle x = -4 eine Nullstelle der Gleichung (G) befindet, kann man (G) als das folgende Produkt darstellen:
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,  also R(x) = 
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R(x) bestimmt man durch Polynomdivision:
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also:
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Nullstellen des Polynoms x² + 2x - 8 (mit TR):

xB1 = -4

xB2 = 2

Damit auch Nullstellen von (G):

xB1 = -4

xB2 = 2

damit:

B1(-4 | 4),   B2(2 | -14)

3) Bestimmung der Tangentengleichungen:

a) ZPF der Geradengleichung (durch B1(-4 | 4) und C(0 | 10))
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also:  t1: y = 1,5x + 10

b) ZPF der Geradengleichung (durch B2(2 | 14) und C(0 | 10))
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also:  t2: y = -12 x + 10






















































































































































Fall 2:


�EMBED Equation.3���, also:


xS2 = -6





� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���








Fall 2:


�EMBED Equation.3���,  also:


uB2 = 3,   uB3 = 6 








Fall 2:


�EMBED Equation.3���, also:


xS2 = 6





� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���





e) g '(-1) = 35/16:


35/16 = 4a((-1)3 + 3b((-1)2 + 2c((-1) + d


35/16 = - 4a + 3b -2c + d





aus (G3) und (G4) folgt:


-11/8  = a - b + c -1           (G11)


5/4     = a  + b + c + 1       (G12)


35/16 = - 4a + 3b -2c + 1  (G13)





insgesamt folgt dann (mit TR): 


a = -1/16,  b = 5/16, c = 0, d = 1, e = 0


also:


� EMBED Equation.3  ���





c) W(1 | 2) ist Wendepunkt:


g''(1) = 0


0 = 12a(1² +  2c    


0 = 12a + 2c


0 = 6a + c      (G2)





d) g'(1) = 0,5:


0,5 = 4a(13 + 2c(1 


0,5 = 4a + 2c


   1 = 8a + 4c       (G3) 





aus (G1), (G2) und (G3) folgt: 


a = -1/16,  b= 0, c = 3/8, d = 0, e = 27/16





damit:


� EMBED Equation.3  ���





c) W(1|0) ist Wendepunkt:


g''(1) = 0


0 = 12a(1² +  2c    (G2)


0 = 12a + 2c


0 = 6a + c





d) W(1 | 0) ( Kg :


0 = a(14 + c(12 +  e 


0 = a + c + e    (G3) 





aus (G1), (G2) und (G3) folgt: 


a = 0,5,  b = 0, c = -3, d = 0, e = 2,5





damit:


� EMBED Equation.3  ���





also gilt: 


� EMBED Equation.3  ���   und


� EMBED Equation.3  ���





Nullstellen von R(x) (mit TR):


 keine





damit Nullstellen von f '(x):


H( 4 | 8) 








e) g '(-4) = -8:


-8 = 4a((-4)3 + 3b((-4)2 + 2c((-4) + d


-8  = - 256a + 48b -8c + d





da d = 0 und e = 0 folgt:


6 =  16a + 8b + 4c              (G11)


0 =  256a  - 64b + 16c        (G12)


-8  = - 256a + 48b -8c         (G13)





bzw. (Gleichungen vereinfacht):


3 =  8a + 4b + 2c          (G11)


0 =  16a  - 4b + c          (G12)


1  = 32a - 6b + c           (G13)





insgesamt folgt dann (mit TR): 


a = 1/8,  b = 1/2, c = 0, d = 0, e = 0


also:


� EMBED Equation.3  ���





Fall 2:


�EMBED Equation.3���<==> xe = -3,  also:


xe2 = -3








Fall 2:


�EMBED Equation.3���


xS = -4, also:


xS2 = -4








also gilt: 


� EMBED Equation.3  ���   und


� EMBED Equation.3  ���


Nullstellen von R(x) (mit TR):


 keine





damit haben Kf und t nur gemeinsame Schnittpunkte für xS1 = -1 und xS2 = 2














Fall2: xB -1 = 0


xB2  = 1 





Fall2: xS = 0


xS3  = 0 





d) g''(4) = 0:


0 = 6a(4 + 2b


0 = 24a + 2b


0 = 12a + b                         (G4)





da d = 0 folgt:


4 =  8a  + 4b + 2c               (G11)


0 = 12a + 4b + c                 (G12)


0 = 12a + b                         (G13)





insgesamt folgt dann (mit TR): 


a = 1/8,  b = -3/2, c = 9/2, d = 0


also:


� EMBED Equation.3  ���
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