Mathematischer Beweis eines Algorithmus
1 Grundlagen

1.1 Funktion verknüpfen

Funktionen kann man mehrfach hintereinander ausführen.

f: R --> R mit
f(x) : = 2x
Dann gilt: f(f(3)) = f(6) = 12

Dadurch wird auch eine neue Funktion h : R --> definiert:

h(x) = f(f(x))

Eine Abkürzung dafür ist:

h(x) = (f o f) (x) := f(f(x)) oder kürzer:
f2  : = f o f 
oder allgemein:
fn  : = f o f  ... o f
und 
f0 : = id

wobei mit id die identische Abbildung bezeichnet wird für die gilt:
id(x) = x
1.2 Semantik eines Programms
Die Semantik eines Programms ist die Bedeutung des Programms. Zum Beispiel kann ein Programm die Wurzel einer Zahl berechnen. Die Semantik eines Programms ergibt sich aus der Semantik der Anweisungen, aus denen das Programm bestehent.

Jede Anweisung in einem Programm verändert  i.A. bestimmte Werte von Variablen des Programms. Das entspricht einer (mathematischen) Abbildung, die aus einem Input einen Output erzeugt.


1.2.1 Definitionen

Alle innerhalb eines Programms verwendeten Variablen deren Werte sich während des Programmablaufs verändern, werden wie folgt bezeichnet;
V = {v1, v2, ..., ve}  

Alle Variablen, deren Werte sich nicht verändern und damit konstant sind, werden wie folgt bezeichnet:

K = {k1, k2, ..., kr}  
Alle im Programm vorkommenden Variablen werden wie folgt bezeichnet:

W := V ( K 

Aus Gründen der Vereinfachung ist jeder Variablen der gleiche Wertebereich Z zugeordnet.
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 := (v1 ,  ..., ve)  heißt ein Variablenvektor des Programms (der nur aus sich verändernden Variablen besteht).
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 : = (k1, k2, ..., kr)  heißt ein Variablenvektor des Programms (der nur aus Konstanten besteht).
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 : = (w1, w2, ..., ws) heißt ein Variablenvektor des Programms (der aus Konstanten und sich verändernden Variablen besteht).
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 = (v1_in ,  ..., ve_in) bezeichnet den Variablenvektor (den Input) des Programms vor der 1. Anweisung, also die Werte der Variablen vor der 1. Anweisung (das können irgendwelche beliebigen Werte sein).
1.2.1.1 Definition Programm
Ein Programm P besteht aus einer zusammengesetzten Anweisung von mehreren Anweisungen  A1, ..., Am, die man wie folgt notieren kann: {A1; ...; Am;}
Man kann diese Anweisungen auch untereinander schreiben (wie beim Programmieren).

1.2.1.2 Semantik einer Anweisung

Jeder Anweisung A ist eine Abbildung h[A] zugeordnet:
h[A] : Z1 x ... Ze  --> Z1 x ... Ze  

Die Projektion von h in die einzelnen Koordinaten wird mit h1 , h2 , ...he bezeichnet.

1.2.1.3 Semantik eines Programms

Dem Programm {A1; ...; Am;} - abgekürzt mit P - wird die Abbildung h[P]  zugeordnet, 
die eine Hintereinanderausführung der Abbildungen h[A1], ..., h[Am] ist, also:
h[P] = h[Am] o ... o h[A1]  , also

h[Am] o ... o h[A1] (v1 ,  ..., ve) =  h[Am](...  (h[A1])...) (v1 ,  ..., ve) 

1.2.2 Beispiele

1.2.2.1 Beispiel einfache Anweisung

V = {x }  und  A ≡ x =5   -->  h[A](x) = 5

1.2.2.2 Beispiel nicht einfache Anweisung

V = {x,y,z }  und  A ≡ z = x+y+z   -->  h[A](x,y,z) = (x,y,x+y+z)
1.2.2.3 Beispiel Verzweigung
V = {x,y,z }  und  A ≡ if x < 0  x=x+1 else x=x-1

h[A](x,y,z) = (x+1,y,z)  falls x<0 

h[A](x,y,z) = (x-1,y,z)   sonst

1.2.2.4 Beispiel  zusammengesetzte Anweisung
V = {x }  und  A ≡  A1; A2;     

A1 ≡  x =1;              -->   h[A1] (x) = 1

A2 ≡  x =x+10;         -->  h[A2] (x) = x+10;

h[A](x) = h[A2]( h[A1] (x)) = h[A2](1) = 1 + 10 = 11
1.2.2.5 Beispiel allgemeine while-Schleife
while(B){

  C;

}

wird durch die Anweisung AW abgekürzt.
Innerhalb einer Schleife wird die dem Schleifenrumpf zugeordnete Abbildung mehrfach hintereinander ausgeführt (solange die Bedingung B wahr ist). 
Die zu der Anweisung C gehörige Funktion h[C] wird hier mit f bezeichnet. Die zu der Bedingung B gehörige Aussageform wird hier auch mit B bezeichnet.

Bei wiederholter Ausführung der Anweisung C des Schleifenkörpers ändern sich die Werte der Variablen. Der k-te Durchgang durch die Schleife ergibt die k-fache Hintereinanderausführung der Abbildung f, also  fk := f o...o f  mit   
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(k)  : = (v1(k),  ... , ve(k))  :=  fk (
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speziell folgt daraus also:
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(0)  : =  f0 (
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) = 
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und damit:
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(k+1)  =  fk+1 (
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) = f(fk(
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)) = f(
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(k))
also:
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(k+1) = f(
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Die Schleifenbedingung B ändert sich auch nach jedem Durchgang und wird nach dem k-ten Durchgang (nach dem k-ten Betreten des Schleifenkörpers) mit B(k) bezeichnet, als Abkürzung für die Aussageform:  B(
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(k)) ≡  B(fk(
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Speziell wird dann mit B(0) : ≡ B(
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(0)) ≡ B(
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)   die Schleifenbedingung vor dem ersten Schleifendurchgang bezeichnet.

Mit F(B) wird die ganze Zahl g bezeichnet, für die B(j) das 1. Mal falsch wird (und das Programm dann die Schleife verlässt).
Formal:

F(B) = -1,   falls B(k) wahr für alle k>0, 

F(B) = g,    falls B(1) ( ... ( B(g-1) ( ⌐ B(g)   und g≥0
Bemerkung:
Wenn F(B)  ≥ 0, dann gilt:  h[AW] (
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) = fF(B)(( 
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sonst ist h nicht definiert.
1.2.2.6 Beispiel konkrete while-Schleife

Programm P:
// Vorbedingung:  n ≥ 0
t=1; 

i=1;
while(i<=n){

  t=t*x;

  i=i+1;

}

//  Behauptung: h1[P](t,i) = xn   
mit der Menge V = {t, i} und K = {x , n}.
Das Programm P besteht aus den 2 Anweisungen AI (Initialisierungen) und AW (Schleife).

Der Initilaisierung AI 
t=1; 

i=1;

wird die folgende Abbildung h zugeordnet:
h[AI] (
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) = h[AI] (tin, iin ) = (1, 1) 

Genau genommen ist es die Hintereinanderausführung von 2 Abbildungen, weil es 2 Initialisierungen sind.
Innerhalb einer Schleife wird die Abbildung f des Schleifenrumpfes mehrfach hintereinander ausgeführt. Es gilt:

f( t, i ) :=  ( t*x,  i+1 ) 

Nach k- maliger Ausführung der Funktion f ergibt sich:
fk(t, i) = (t*xk, i+k)
und damit

fk (
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) = fk(h[AI]( 
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))) = fk(1,1) = (xk, k+1) 
also
B(fk (
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)) ≡ B(xk, k+1) ≡  k+1 ( n 
Terminierung (wann wird die Schleife beendet)

Die Schleifenbedingung nach k-maligen Durchlaufen des Schleifenkörpers lautet:

B(k)  ≡  k+1 ( n 

Wann wird B(k) das 1. Mal falsch bzw. wie groß ist F(B) ?
Für das obige Programm gilt:
F(B) = n≥0
weil k+1 ( n für k=n das erste Mal falsch wird (da Vorbedingung: n≥0)
also gilt dann nach dem Beenden der Schleife:
h[P] (t, i) =  fF(B)( h[AI] (t, i))  = fF(B)( 1,1) = fn( 1,1) = (xn , n+1)
also folgt Behauptung: 
h1[P](t,i) = xn   

Bemerkung:
( t(k+1), i(k+1) ) = f(t(k), i(k)) = ( t(k)*x, i(k)+1 ), also

t(k+1) = t(k)*x und  i(k+1) = i(k)+1 

2 Programme beweisen

Von jedem Programm P erwartet man ein bestimmtes Ergebnis.

Dies wird als Nachbedingung Q (engl: postcondition) bezeichnet.

Damit diese Nachbedingung auch gilt, muß eine bestimmte Vorbedingung PRE  (engl: precondition) erfüllt sein. Vorbedingung und Nachbedingung nennt man Zusicherung.
Schematisch:
PRE   {P }   Q
Beispiel:

// Vorbedingung PRE :  n ≥ 0
t=1; 

i=1;

while(i<=n){

  t=t*x;

  i=i+1;

}

// Nachbedingung Q ≡  t = xn    
Genauer:
Mit Q(F(B)) :=  Q( 
[image: image26.wmf]v

>

-

(F(B)))  wird die Nachbedingung bezeichnet. 
Sie gibt zu einem bestimmten Zeitpunkt an einer bestimmten Stelle eine Beziehung zwischen Variablen des Programms an,.
Hier: Nach dem letzten Durchgang durch die Schleife.
2.1 Beweis mit Hilfe einer Schleifeninvarianten
Programm P:

// Vorbedingung PRE
while(B){

  C;

}

// Nachbedingung Q
Jedes Programm hat einen bestimmten "Sinn" (Zweck, Absicht), wie z.B. die Berechnung von xn (siehe Programm oben). Wenn dieser "Sinn" während der Schleifendurchgänge (und auch direkt nach Beenden der Schleife) erfüllt ist, dann spricht man von einer Schleifeninvariante. 
Genauer:
2.1.1 Definition Schleifeninvariante

Eine Schleifeninvariante Inv(fk (
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(k)) - abgekürzt durch Inv(k) -  ist eine Aussage über Variablen (aus W) des Programms, die immer gültig ist, wenn die Schleifenbedingung geprüft wird (d.h. so lange (einschließlich) bis die Bedingung falsch wird, vorausgesetzt die Schleife terminiert). Das bedeutet, daß die Schleifeninvariante vor, während der Ausführung und direkt nach Beendigung der Schleife gültig ist. Formal:
Inv(
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(k) ist eine Schleifeninvariante  :<==>

Inv(
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(k)  für alle k mit  0≤ k≤F(B)     und F(B) ≥ 0

Bemerkung:
Inv(
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(k) ist eine Schleifeninvariante  ==>  ( B(F(B))
2.1.2 Ziel (Vorgehensweise)
Um die Nachbedingung Q(F(B)) zu beweisen, zeige Folgendes:

Inv(F(B))   und ( B(F(B))   ==>   Q(F(B))

2.1.2.1 Bemerkungen

1)

Um Inv(F(B))   und ( B(F(B)) zu zeigen, genügt zu zeigen:
Inv(k)  für alle 0 ≤ k ≤ F(B)     

2)
Um Inv(k)  für alle 0 ≤ k ≤ F(B) zu zeigen, genügt (mit vollständiger Induktion VI) zu zeigen:
VI1) Inv(0)

VI2) Inv(k)  ==> Inv(k+1) für alle k <  F(B)     

    
3)
Beachte daß unter der Voraussetzung Inv(k) und 0 ( k < F(B)  und F(B) ≥ 0 folgt: B(k) 
Dies kann beim praktischen Beweisen ausgenutzt werden !

2.1.3 Beispiele
2.1.3.1 Beispiel1

2.1.3.1.1 Programm
t=1; 

i=1;

while(i<=n){

  t=t*x;

  i=i+1;

}

2.1.3.1.2 Precondition
n ≥ 0

2.1.3.1.3 Postcondition
(g:=F(B))

Q :≡  t = xn    ,  genauer: 
Q(g) :≡  t(g) = xn    

2.1.3.1.4 Invariante Inv(k)
Inv ≡   i ( n+1 ( t = xi-1    ,  genauer:

Inv(k) : ≡  i(k) ( n+1 ( t(k) = xi(k)-1  
Beweis (durch vollständige Induktion):

1) Zeige Inv(0)

zeige also: i(0) ( n+1 ( t(0) =  xi(0)-1  

Es gilt: ( i(0), t(0) ) = f0(h[AI]( 
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)) = f0(1,1) = (1,1), also  i(0) = 1 und t(0) = 1

zeige also:  1 ( n+1 ( 1 =  x1-1  

Dies gilt, da da n≥0

2)  Es sei: i(k) ( n+1 ( t(k) = xi(k)-1  für k < F(B) 

Zeige:  i(k+1) ( n+1 ( t(k+1) = xi(k+1)-1  

Da k < F(B), folgt: B(k) ≡ i(k) ≤ n 

also: i(k) + 1  ≤ n + 1 .

Da gilt:  i(k+1) = i(k) + 1, folgt:

i(k+1) ( n+1 (damit 1. Teil bewiesen)

Es sei: t(k) = xi(k)-1 , also t(k)*x = xi(k)-1*x = xi(k)   also

t(k+1) = xi(k)    

Da gilt:  i(k+1) = i(k) + 1, folgt:
t(k+1) = xi(k+1)-1  (damit 2. Teil bewiesen)

2.1.3.1.5 Bedingung B mit Negation
B ≡ i(g) ≤ n
( B ≡ i(g) > n
also insgesamt:
2.1.3.1.6 Voraussetzung
i(g) ( n+1 ( t(g) = xi(g)-1  (  i(g) > n
Daraus folgen:

2.1.3.1.7 Folgerung

Da aus i(g) > n  folgt n+1 ≤ i(g) und damit insgesamt:
i(g) ≤ n+1 ≤  i(g) ( t(g) = xi(g)-1 , also: i(g) = n+1 und t(g) = xn+1-1 = xn  also

t(g) = xn    ==>  Q(F(B))

2.1.3.2 Beispiel2
In einem Feld v der Länge len soll von allen (ab dem Index 0) sich hintereinander befindlichen Zahlen (>0) die Summe und der Mittelwert berechnet werden. Gibt es keine positiven Zahlen soll der Mittelwert durch 0 definiert werden (d.h. durch die Anzahl der direkt hintereinander liegenden Zahlen >0).

2.1.3.2.1 Programm
i=0;

sum=0;

m = 0;

while(i<len and v[i]>0){

  sum=sum+v[i];

  m=sum/(i+1);

  i=i+1

}

mit der Menge V = {i, sum, m} und K = {len, v}.

2.1.3.2.2 Precondition
len ≥ 1

2.1.3.2.3 Postcondition
(g:=F(B))

i(g)=0 ( v[i(g)] ( 0 ( m(g)=0 (   


1(i(g) ( i(g)( len-1 ( (j({0,…,i(g)-1}  v[j]>0  m = 
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(j({0,…,len-1}  v[j]>0  m = 
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2.1.3.2.4 Invariante Inv(k)
i(k)=0 ( v[i(k)] ( 0 ( m(k)=0 (   

1(i(k) ( i(k)( len ( (j({0,…,i(k)-1}  v[j]>0 ( sum(k) = 
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 (  m(k) = sum(k) / i(k)

Bemerkung:

Um die Schreibweise zu vereinfachen, kann im Folgenden die Abhängigkeit der Variablen von k und g weggelassen werden, also

i statt i(g) bzw. i(k) bzw. 
m statt m(g) bzw. m(k) bzw. 
sum statt sum(g) bzw. sum(k) bzw. 

Beweis:

1) k=0 (0. Durchgang durch die Schleife):
i(0)=0 ( v[i(0)] ( 0 ( sum = 0 ( m=0   


2) Es gelte Inv(k). Zeige Inv(k+1), also:
1(i(k+1) ( i(k+1)( len ( (j({0,…,i(k+1)-1}  v[j]>0 ( sum(k+1)  = 
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m(k+1) = sum(k+1) / i(k+1),  also

Es gilt:

i(k+1) = i(k) +1

sum(k+1) = sum(k) + v[i(k)] = sum(k) + v[i(k+1)-1]

m(k+1) = (sum(k) + v[i(k)]) /  (i(k)+1) = sum(k+1) / i(k+1)

und  v[i(k)] >0 ( i(k)<len

aus 1(i(k) folgt 1(i(k)+1,also 1(i(k+1)
aus i(k)<len folgt i(k)+1(len, also i(k+1)(len
aus (j({0,…,i(k)-1}  v[j]>0 und v[i(k)] >0 folgt (j({0,…,i(k)}  v[j]>0, also

(j({0,…,i(k+1)-1}  v[j]>0
aus sum(k) = 
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 folgt  sum(k) + v[i(k)] = 
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  + v[i(k)], also 

sum(k+1) = 
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2.1.3.2.5 Bedingung B mit Negation
B ≡ v[i]>0  ( i<len

( B ≡ v[i] (0 ( i≥len

also insgesamt:
2.1.3.2.6 Voraussetzung
i=0 ( v[i] ( 0 ( m=0 (   


1(i ( i( len ( (j({0,…,i-1}  v[j]>0  m = 
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Daraus folgen:

2.1.3.2.7 Folgerungen

i=0 ( v[i] ( 0 ( m=0 (   

1(i ( i( len ( (j({0,…,i-1}  v[j]>0  m = 
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1(i ( i( len ( (j({0,…,i-1}  v[j]>0  m = 
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i=0 ( v[i] ( 0 ( m=0 (   

1(i ( i( len ( (j({0,…,i-1}  v[j]>0  m = 
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1(i ( i= len ( (j({0,…,i-1}  v[j]>0  m = 
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i=0 ( v[i] ( 0 ( m=0 (   

1(i ( i( len ( (j({0,…,i-1}  v[j]>0  m = 
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1(len ( (j({0,…,len-1}  v[j]>0  m = 
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i=0 ( v[i] ( 0 ( m=0 (   

1(i ( i( len ( (j({0,…,i-1}  v[j]>0  m = 
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i=0 ( v[i] ( 0 ( m=0 (   

1(i ( (i( len-1 ( i=len) ( (j({0,…,i-1}  v[j]>0  m = 
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i=0 ( v[i] ( 0 ( m=0 (   

1(i ( i( len-1 ( (j({0,…,i-1}  v[j]>0  m = 
[image: image52.wmf]å

=

1

-

i

0

j

v[j]

/ i  (  v[i] (0   ( 
1(i ( i=len ( (j({0,…,i-1}  v[j]>0  m = 
[image: image53.wmf]å

=

1

-

i

0

j

v[j]

/ i  (  v[i] (0   ( 

(j({0,…,len-1}  v[j]>0  m = 
[image: image54.wmf]å

=

1

-

i

0

j

v[j]

/ len





==>

i=0 ( v[i] ( 0 ( m=0 (   

1(i ( i( len-1 ( (j({0,…,i-1}  v[j]>0  m = 
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i=0 ( v[i] ( 0 ( m=0 (   
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